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第 一 章 质点 力学 


1.1 灌水 平方 向 前 进 的 枪弹 ,通过 其 一 距离 * 的 时 间 为 二 ， 
而 遂 过 下 一 等 其 离 * 的 时 间 为 2: 试 还 明 枪 弹 的 减速 度 (假定 旦 常 
数 ) 为 
23(12—11) 
112(t1 + £2) 
证 由 题 可 知 杰 意 赂 如题 1.1.1 图 


设 开始 计时 的 时 刻 速 度 为 w, 由 六 六、 
题 吕 知 枪弹 作 勾 减速 运动 , 设 碱 速度 看 四 
-一 ”一 一 ~ 
大 小 为 a. 
则 有 ; 题 1.1.1 图 
| wt ast 个 
| es @ 
由 式 全 我 们 可 知 
轴 = 二 二 ® 
1 
把 念 代入 加 得 
25(12 1) 


(nT) 


让 明 完 毕 ， 

1.2 某 船 向 东航 行 ,速率 为 15 kmAh, 在 止 和 经 过 其 一 籽 弄 . 
另 一 和 脱 也 同样 速度 向 北航 行 ,在 下 午 1 时 30 分 经 过 此 灯塔 . 问 在 
什么 时 候 , 讽 躺 的 距离 最 近 ? 最 近 的 距离 是 多 人 少 ? 

解 ” 册 题 可 知 ,以 灯塔 为 坐标 原点 建立 直角 坐标 姑 赞 1.2.1 
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醒 . 设 4 船 经 过 to 小 时 向 东经 过 灯塔 , 则 向 北 行驶 的 B 般 
经 过 {46+1 方 ) 小 时 经 过 灯塔， 
任意 时 刻 A 船 的 坐标 

x4= (15t0— 15t),va=0 
8 船 坐标 zs=0,ya= -[1s( +1 却 ) 四 
1s: | 
则 AB 船 间距 离 的 平方 


d= (ra rp) + (ya yp) 


症 1.2.1 图 


即 
: 2 1 2 
d2 = (15t0 -154)2+ [1s (sort 3 ) -154] 


2 
=45012 — (900410 + 675)1 + 22518+ 225 {0 + 过) 
d? 对 时 间 上 求 导 


ee 
AB 时 6 = 0, 所 以 
t= h 


即 午 后 45 分 钟 时 黄 船 相距 最 近 . 


最 近 距 离 wo = /sx (sx 二 -sx 了 km 
= 15.9 km 


1.3 曲柄 OA = r, 以 匀 角 速 w 绕 定 点 O 转动 ,如 题 1.3.1 
疼 . 此 撮 柄 借 连 村 AB 使 滑 块 B 沿 直 线 Ox 运动 . 求 连 杆 上 C 点 的 
轨道 方程 及 速度 . 设 AC= CB=a, 人 人 AO0B= pg,LABO=y. 

解 (1) 如 题 1.3.2 图 ,由 题 分 析 可 知 ,点 C 的 举 标 为 
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题 1.3.2 图 


z= reosgp + acosy 


y= asing 


又 由 于 在 人 AOB 中 ,有 -一 = -2a_( 正 弦 定 理 )， 


snp Sng 
所 以 sing = 83 = 经 
联 立 中 @@ 运 用 sin g+ eos p=1 
由 外 可 得 cong = 区 


和 
四 ?+ 图 =1 ,得 


得 y+trita -r=2r Va y 
化 简 整 理 可 得 
42z2(62 一 -02 3y ta 2 
此 即 为 忆 点 的 轨道 方程 . 
(2) 要求 C 点 的 速度 , 即 先 对 人 中国 式 分 别 求 导 


工 二 
= Loosg 
E 2 
其 中 w=p 
又 内 为 rsinpg = 2asiny 


对 两 边 分 别 求 导 


So 


, ，_ rocosp 
故 布 $7 Zacosy 


所 以 V =Vv2+ 昂 


rweosgp “ + Teor 


= (= rosing - Pepsiny 
= ep cos 4 pt dsingeosysin(g + H) 

14 细 村 OL 绕 O 点 以 匀 角 速 w 转动 ,并 推动 小 环 (在 同 
定 的 钢丝 AB 上 滑动 .图 中 的 4 为 一 已 知 常数 , 试 求 小 环 的 十 度 及 
加 速 庶 的 量 值 . 

解 如 征 1.4.1 负 所 示 ,OL 绕 吕 点 以 匀 角 速度 转动 ,C 在 
AB 上 请 动 ,因此 C 点 有 一 个 垂直 村 的 速度 分 量 

v=wxXOC=w Vd tr 


题 1.4.1 图 
C 点 速度 w= 汪 记 = secg= adser0= we 
又 因 为 = 
所 以 C 点 加 速度 。 = 凤 = ud .2secb seeb:tang:6 
2o2ztcd2+ xr’) 


=2dw?sec’ tang = 人 5 


1.5 矿山 升降 机 作 加 速度 运动 时 ,其 变 加 速度 可 用 下 式 表 示 : 
a= cf sn 登 ) 


式 中 上 及 工 为 常数 , 试 求 运动 开始 + 秒 后 升降 机 的 速度 及 其 所 走 
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过 的 路 程 .已 知 咱 降 机 的 初速 度 为 零 
解 出 题 可 钊 , 变 加 速度 表示 为 


a -el 一 sin 登 ) 中 

出 加 速度 的 微分 形式 我 们 可 知 
dv 
“Ta ® 


把 @@ 代 人 中 即 得 


do= cl-sin 莽 jt 
对 等 式 两 过 同时 积分 


a 
站 = 中 人 sn 全 ju 
可 得 : 


2 工 rp 
w=rt+t 人 oe econ3+D (DD 为 常数 ) 


代 人 初始 条 件 :1 =0 时 ,v=0 


所 以 ss=e [4+ (or 1) | 


对 等 式 两 边 同 时 积分 ,可 得 ， 


[lr2tf{27T nt 
| 
1.6 一 质点 治 位 矢 及 垂直 于 位 矢 的 速度 分 别 为 4r 及 nm2, 式 
中 2 及 jp 是 常数 . 试 证 其 沿 位 矢 及 垂直 于 位 矢 的 川 速度 为 


2 


rt) 
r r 


=Ar 


v1 =6r = 10, 即 5= 4 


了 


所 以 FG 


O00) = gp yd Gy 
de (O07) drof tr dr + rh de 


© 
外 


下 = 是 GD) + 是 (767)( 取 位 矢 方向 和 要 直 位 失 方 向 


= 0 + 0 — roi 
族 ae=(F 一 rg208+(re+276)1 
即 沿 位 矢 方向 加 速度 az =- rg2 
垂直 位 和 方向 加 速度 al =z6+276 
对 国 求 导 “= 驴 = 2r 


对 @ 水 导 9= -如 + 
r 


曲 


= /0 {E+2 
把 @@DD@ 代 人 @@ 式 中 可 得 


e+ 全) 
1.7 试 自 


T=rcos, y= rsing 


出 发 ,计算 及 3. 并 由 此 推出 径 向 加 速度 a， 及 横向 加 速度 cp， 
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lx=reosh 中 
解 由 题 可 知 } 
ly=rsing © 
对 人 求 导 之 = freosg- rsing.6 @ 
图 求 导 工 = rcosg -2rgsing- rbsind rzcosg 中 
习 导 = 7sing+rgcosb © 
对 国 求 与 y= Ysin0 +270cos0 + ycosg -rp2sing ® 
对 于 加 速度 4 ,我 们 有 如 下 关系 见 题 1.7.1 图 . 
X= a,cosd — ansing 志 Ko 
即 有 @ a 
3 asing+ agcosd ® 
对 加 四 了 商 式 分 别 作 如 下 处 理 :CD x 
cos0,@@xsing， 2 = 
icosg = a,cos 0 -assingcosB 
得 | ， 8 题 1.7.1 图 
3sing= arsin2g 1 ansingcosg  ® 
多 + 四 得 ar 了 cosl + ysing 年 
把 四 @ 代 入 加 
得 . 
ar=7-rO? 
同 理 可 得 


any0+276 
1.8 直线 FM 在 一 给 定 的 本 图 平面 内 以 匀 角 速 w 绕 其 焦点 
已 转动 . 求 此 直线 与 椭圆 的 交点 M 的 速度 . 已 知 以 焦点 为 坐标 原 
点 的 网 圆 的 极 坐 标 方 程 为 


all-e’) 了 
7 1+ecos8 


式 中 a 为 柄 六 的 半 长 轴 ,*e 为 仿 站 
各 是 党 | 

解 ”以 焦点 下 为 坐标 原 [一 
点 ,运动 如 题 1.8.1 男 所 钞 , 则 


是 1.8.1 图 7 


1 之 一 AS 站 
好 点 从 标 


y= rsing 


对 x ,y 两 式 分 别 求 导 
Es = reosg - rgsing 


ly = rsing+ rgcosg 
故 vw? =x?+y =(rcos0—rOsing)t+ (rsing + rOcos@)? 


= + p20 
如 图 所 水 的 椭圆 的 极 坐 标 表 未 法 为 
a(l- e2) 

"1+ecos0 


对 r 求 导 可 得 ”( 利 所 = w) 
_ esinbw 2 
”ae 


1 1 ,ecg 
又 因为 al-e) atl- ei) 
BW cosg=-2Q < 二 
re 
2 2 2 四 
所 以 sinpbg=1-cos0=1-4 (er 
rie 
故 有 2 . cz 2 + 2 2 
0 ro 
ee [ -e+P-2urd-e)]， 2 
-ey re 3 
rw .2 
(1 一 ec) l i-e? ! 
-ar 


即 yw= 吾 VF(20 二 六 
(其 中 如 = (1 一 e)a?， 忆 为 椭 册 的 半 短 轴 ) 
1.9 质点 作 平 面 运动 .其 速率 保持 为 常数 . 试 证 其 速度 矢量 
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+? 与 加 速度 矢量 a 正 交 . 
证 ”质点 作 于 面 运 动 , 设 速度 表达 式 为 
v= vit oj 
令 0 为 位 矢 与 x 轴 正 向 的 夹 角 ,所 以 
dy _ dza， di dvy, dg 


od di vat qrit vd 
dm dw 
一 | 一 工 一 2 
(于 0)it (ro) 

， dr ,dv, ， ， , 
所 以 a le wo)it (Br od)i Ge 
= vo a VvO + vs + vv 0 

dv, dw, 
vg to a 
又 因为 速率 保持 为 常数 , 即 


吧 +o2= CC 为 常数 . 

对 等 式 两 边 求 叶 2 +2 .dz -0 
所 以 av=0 
即 速度 矢量 v 与 加 速度 矢量 a 正 交 

1.10 一 质点 沿 着 抛物 线 风 = 22x 运动 .其 切 向 加 速度 的 量 
值 为 法 向 加速 度量 值 的 - 2& 倍 . 如 此 质点 从 正 焦 苇 的 一 端 
(二 ,2] 训 速度 ， 出 发 , 试 求 其 达到 正 焦 至 另 -一 端 时 的 速率 - 

解 ”由 题 可 知 运 吉 轨迹 如 题 
1.10.1 图 所 示 . 


由 质点 切 向 加 速度 “ui 各 


法 向 加 速度 <, 吨 
而 且 有 关系 式 


题 1.10.1 图 


又 因为 


所 以 


联 半 DOD@O 


又 因为 
所 以 


把 @@ 代 入 @ 


即 可 化 为 


对 等 式 两 边 积分 
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dv Ea 
72 
1__ yl 
? (ty2) 
> =2pr, 
"= 上 
> > 
2 
x 
2 
1 33 
(多 
yy 
dv_dv.dy, .dv 
de dy di 了 dy 
2 
了 
号 全 
do oy, 
vo 24p z+ pi 


所 以 vw= we ** 
£11 质点 沿 着 半径 为 > 的 圆周 运动 ,其 加 速度 矢量 与 速度 
矢量 间 的 夹 钊 a 保持 不 变 . 求 质点 的 速度 随时 间 而 变化 的 规律 ， 
已 知 初速 度 为 ro . 
解 ”由 题 可 知 速度 和 加 速度 有 关系 如 题 1.11.1 网 . 


2 


了 2 v 
如 ; 
an= = asina 
r 
人 
dv a 


题 1.11.1 图 


即 炳 = 寺 一 二 cota 
局 vo 


此 即 质点 的 速度 随时 间 而 变化 的 规律 . 
1.12 在 上 题 中 , 斌 证 其 速度 可 表 为 
v= wae! Wore 
式 中 68 为 速度 矢量 与 x 轴 问 的 类 角 , 且 当 +=0 时 ,6= 090. 
证 审题 1.11 可 知 质点 运动 有 关系 式 
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Casi 
= asine 四 
du ©@ 
dose 

所 以 由 -dz .98 _ dz， 联 立 人 

所 以 了 一 税 训 “46"' 联 立 中 加 ,有 


1 


又 因为 wu= or， 
所 以 各 =cotadg 
对 两 边 分 别 积分 ,利用 初始 条 件 5=0 时 ,9= 4， 


v= woel! Beote 
1.13 ”假定 一 飞机 从 A 外 向 东 飞 到 8 狂 , 而 后 又 向 西 飞 铝 原 
处 .飞机 相对 于 空气 的 速度 为 ” ,而 空气 相对 于 地 面 的 速度 则 为 
Yo. 外 与 B 之 同 的 距离 为 .飞机 相对 于 空气 的 速度 w 保持 不 变 . 
(a) 假定 wo=0, 即 空气 相对 于 地 面 是 静止 的 , 试 证 来 回 飞行 
的 总 时 间 为 
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fo 
(b) 假定 空气 速度 为 向 东 ( 或 向 是 ), 试 证 来 回避 行 的 总 时 间 为 
加 
I 
《c) 假定 空气 的 速度 为 向 北 (或 向 南 ), 试 证 来 加 飞行 的 总 时 
和 为 


t= 


1 
~ VI? 

证 (a) 当 w=0, 即 宅 气 相对 地 面 是 静 小 的 ,有 va = vi + 
中 
式 中 wm 指 质点 相对 静止 参考 系 的 绝对 速度 ,vi 指 质点 相对 运动 
参考 系 的 速度 ,v# 指 运动 参考 系 相对 静止 参考 系 的 速度 . 

可 条 飞 机 相对 地 面 参考 系 速度 :y 息 = 六 , 即 飞机 在 AB 间作 
义 速 直线 渗 动 .所 以 飞机 米 网 飞行 的 总 时 间 to= 2 

(b) 假定 空气 速度 向 东 , 则 当 飞 机 向 东 飞 行 时 速度 

viv +yo 
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《 行 时 间 
_ 
T+ vo 
当 飞 机 向 西 飞行 时 速度 


2 二 V+ V 认 二 一 wg 


飞行 时 间 t2 7 + a 
故 来 阿飞 行 时 间 
即 


辣 再 可 证 , 当 室 气 速度 向 西 时 ,来 回 飞行 时 间 += 一 二 
全 


1- 二 


(c) 假定 空气 速度 向 北 . 有 速度 失 量 关 系 如 题 1.13.1 图 


Vp 二 Ve 十 
v= vo 
所 以 来 钙 改行 总 时 间 
1 
Vu- 
21 


VAR VI A 


同 理 可 证 空气 速度 向 南 时 ,来 回 飞 行 总 时 间 仍 为 4 
to 


VI A 
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1.14 一 飞机 在 静止 空气 中 速率 为 100 km 和 hn. 恕 果 飞 机 浴 睾 
边 为 6 km 的 正方 形 飞行 , 昌 风 速 为 28 kmAh, 方 向 与 正方 形 的 某 
两 边 平行 , 则 飞机 绕 此 正方 形 飞 行 一 局 , 需 时 多 少 ? 

解 ” 正 方形 如 题 1.14.1 图 .由 匮 可 敌 vw 二 vm 二 28 knh 设 
风速 A 一 B,vi=100 km/h 

当 飞 机 AB,wl=(100+28) km/h= 《4 2 8 
128 km/h. 


BD, vw VIO -a8 kmh = "| oa 
96 km/h. 

C=>D:v—- (100 -28) kmh >- 了 mm 5C 
72 km/h. 题 !.14.1 图 

DA: w= Vi100-28 km/h = 
96 km/h. 


故 飞机 沿 此 边 长 6 km 正方 形 飞行 一 周 所 需 总 时 间 


{16 .6.6.6 
:= ( 训 * 旨 + 瘟 *3%6)n 


= 9 -133 mi 
= 193 h=15 6 min 
Wa 1 一 个 性 
\ 
\ 
\ 
1 大 一 ya 
题 1.14.2 图 题 1.14.3 图 


1.15 ” 当 一 轮船 在 雨中 航行 时 , 它 的 雨 篷 遮 着 什 的 王 直 投影 
后 2 m 的 甲板 , 自 席 4m. 但 当 轮船 停航 时 ,甲板 上 干 湿 两 部 分 的 
分 界线 部 在 侨 前 3 m. 如 果 两 点 的 速率 为 8 mAs, 求 轮船 的 速率 ， 
解 ” 船 停止 时 , 干 湿 分 界线 在 壬 前 3 m, 由 题 画 出 速度 术 意 图 
如 题 1.15.1 图 . 
了 两 纺 一 两 相 十 ， 舱 
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了 及 一 MEd 时 
sinfa+B) sin(xr—-a-B—Yy) 


义 因为 B+ y= 六 ,所 以 


vw 把 Sin(a + 8) 


cosa 
由 图 可 知 cosa = 4 -= 二 ， 题 1.15.1 图 
V4+t2 YS 


cosa 二 天 


sing= 总， cosB = 艺 


也 机 绝 一 吕 mAS 
vm 多 (singcosp + sinBcosa ) 
所 以 wi = 了 Snecose 
=8 m/s 


1.16 宽度 为 4 的 河流 ,其 流速 与 到 河 岩 的 中 离 成 正比 .在 
河岸 处 ,水 流速 度 为 零 ,在 河流 中 心 处 ,其 值 为 “. 一 小 船 以 相对 速 
度 x 沿 简直 于 水 流 的 方向 行 怠 , 求 船 的 轨迹 以 及 船 在 对 岸 靠拢 的 
地 点 . 

解 以 一 岸 边 为 zx 轴 , 垂 让 岸 的 方向 为 > 轴 . 建 立 如 题 
1.16.1 划 所 示 举 标 系 . 了 

所 以 水 流速 度 


所 以 k=2e 
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站 dy 之 多 时 ， 人 = 全 (a 一 


即 
dr_2c，， 2 
Er = 人 (a ut) 
je 一 a 和 ut)dt 
20 ey 
7 人 y+D (D 为 一 常数 ) 
向 @ 知 , 当 y= 全 时 ,x 一 笨 代入 加 得 
D= -器 
2 ‘2 de, 
" To 2u 2 Yd 
1 (0<»<3) 
所 以 角 的 轨迹 | 六 
1 
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船 在 对 岸 的 靠拢 地 点 , 即 = 也 时 有 x= 弃 . 

1.17 小 船 M 被 水 冲 走 后 , 由 一 功效 人 以 不 变 的 相对 速度 
人 朝 岸 上 A 点 划 回 . 假定 河流 速度 Ci 沿 河 宽 不 变 , 且 小 船 可 以 
看 成 一 个 质点 , 求 船 的 轨迹 . 

解 ”以 A 为 极点 , 岸 为 极 轴 建 立 极 坐 标 如 题 1.17.1 图 . 船 沿 


重 直 于 的 方向 的 速度 为 ”Clsin 四 ，LLLLALLLLLiicLLcLLeLL 


~ 


船 沿 径 向 r 方向 的 速度 为 C2 和 Ci 


沿 径 向 的 分 芋 的 合成 , 即 
r= - Cusing 中 


字 = 一 Cicosp — CC 


@ 业 =( C2 一 cot ja 

DD ” 《Cising PP 
对 两 边 积分 : 

lnr Elnan -lnsing + C 

C2 

设 忆 = 上 ,了 =a,C 为 常数 
Gin 

即 lnr=In 六 f+C 


代 人 初始 条 件 = ro 时 ,ggo- 设 字 =a0, 有 C=lnre 


Sint lao , 
rr 
An 


中 
2cos 


To tT ni 
cose ia Sin ao 


1.18 一 质点 自 怖 角 为 a 的 斜面 的 -|- 方 〇 点 , 沿 一 光滑 斜 模 
O4 下 降 . 如 欲 使 此 质点 到 达 和 斜面 上 所 需 的 时 间 为 最 短 , 问 斜 槽 
OA 与 坚 直 线 所 成 之 角 4 应 为 何 值 ? 
17 


解 如 题 1.18.1 图 质点 沿 OA 下 滑 ,由 受 力 分 析 我 们 可 知 质 
点 下 滑 的 加 速度 为 <= gcos8. 设 竖 直 线 OB = 关 , 斜 梢 OA =;s, 易 


知 ZORA= 至 -a, 人 0AB= 序 -9+e, 由 
正弦 定理 


人 二 a 
sin[ 对 -a sin( 皇 -0+a) 题 1.18.1 图 
_ hcose 
到 $7 os(0— a) 中 
又 因为 质点 沿 OA 光 消 面 下 滑 , 即 质点 作 匀 加 速 直线 运动 . 
所 以 s= ut? = 让 cos? 人 也 
出 名 加 到 scosg-eos(6 一 22- heosa =0 
欲 使 质点 到 达 A 点 时 间 最 短 , 由 = 一 名 知 ， 
gcosg'eos(g a) 
只 需求 出 cos9" cos(9 - a) 的 极 大 什 即 村. 
全 
令 


3= cosg"cos(g8 一 a)= cosg(cosgcosa + singsina ) 


=coso vcos29 十 二 sin2bsina 


把 * 对 8 求 导 和 = 2cosg-( -sing)cosz + 二 cos20'2.sine 


| 
极 大 值 时 dz =0 
故 有 tana = sin28 
由 于 都 是 斜面 的 类 角 , 即 0< < 到 ,0<b< 子 


所 以 8= 访 
1.19 将 质量 为 mx 的 质点 竖 直 抛 上 于 有 阻力 的 媒质 中 . 设 阻 
力 与 速度 平方 成 正比 , 即 R= zak2gw2 如 二 掷 时 的 速度 为 w, 试 
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证 此 质点 又 落 全 投掷 点 时 的 速度 为 
wi -一 2 
1+ Riv 
解 ”质点 从 地 出 到 落 回 抛 出 点 分 为 于 升 和 下 降 阶 段 .取向 上 上 
为 正 各 力 示 意图 如 题 1.19.1 图 , 则 防 个 过 ”要 R 
程 的 运动 方程 为 : 
FH my = 一 mg 一 mk gy DO | 
下 降 :- my =- mg + mk?gy? ® 人 


dy ， 上 和 时 下 降 时 
上 升 阶段 :到 = 一 ACE+ 局 v7) 


题 1.19.1 图 
dzdy - vdv - 
dydt dy 


vO 


mg 


Fed 


—g(l 十 大 202) 


0 


池 


wdv 
ed 开 2 有 es 


所 以 页 


部 质点 到 达 的 高 度 . 
对 下 降 阶段 : 


__ 1 
2E2g 


ln(1+ kw8) 图 


dody_ vdv_ 


= 四 
dyd dy 8 ke 


本 vdv " 


j 一半 一 - , 
上 二 dy 


1 2 
hel bn) 图 


申 国 = 全 可 得 
V7 区 
1.20 一 枪弹 以 仰角 a. 初速 vo 自 倾角 为 8 的 斜面 的 下 端 发 
射 . 试 迹 子弹 而 中 斜面 的 地 方 和 发 射 点 的 距离 dt( 语 斜面 最 最) 上 及 
19 


1 = 


此 距 高 的 最 大 值 分 别 为 
2vicosasin(a 有 
Es cos 有 


d= 开 we (于 -全 
解 ” 作 子弹 运动 示意 图 如 题 1.20.1 图 所 示 . 
水 平方 向 不 受 外 力 , 作 勾 速 直线 运动 有 
dcosB = pocose (0 

坚 直 方向 作 上 抛 运动 ,有 


d= 


1 
dsing = wosina*t— 2 gt 


由 中 得 人 国 本 (0 计 
代 信 @ 化 简 可 得 


2, cosesin( a _B) 
8 cosB 
因为 子弹 的 运动 轨迹 与 发 射 时 分 角 a 有 关 , 邮 4 是 a 的 两 数 ,所 
以 要 求 4 的 最 大 值 .把 d 对 a 求 导 , 求 出 极 值 点 . 
dd 2 sinovin(a -四 Teosacoste ~ B)]= 
da gcosB 
即 sinasinta PB)™ cosacos(a— HP) 


cos{2a — 8)=0 


所 以 a= + 名 ,代入 4d 的 表达 式 中 可 得 ; 


2 地 mn BY /in_B 
4 


2 si 下 
& [至 -站 
wif B 

2g8™ (3 2) 
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由 即 为 子 阐 击 中 斜面 的 地 方 和 发 射 点 的 距离 a 的 最 大 值 

-质点 以 初速 wo 抛 出 ,an 与 水 平 线 所 成 之 角 为 a. 
此 质点 所 受到 的 空气 阻力 为 其 速度 的 mk 信 ，,m 为 质点 的 质量 , 
为 比例 常数 . 试 求 当 此 质点 的 速度 与 水 平 线 所 成 之 角 又 为 a 时 所 
镍 的 时 间 . 


题 1.21.4 图 


解 ”由 于 险 访 一 直 与 速度 方向 相反 , 即 阻力 与 速度 方向 时 刻 
在 变化 ,但 者 在 轨道 上 每 点 切线 所 在 的 直线 方向 上 . 故 用 自然 坐标 
比 用 直角 坐标 好 . 


轨道 的 切线 万 向 上 有 有 :mw 下 = -mke - zagsing D 
轨道 的 法 线 方向 上 丰 : 开 = mgeosg ® 
由 于 9 角 是 在 减 小 的 , 故 r= - 上 @ 


dy 
由 于 和 初 示 状态 由 速度 与 水 平方 向 炎 角 6 来 确定 ,故我 们 要 想 
法 穗 中 加 变 成 关于 0 的 等 式 
duds 


二 dv vo 

Dm = av 
Dm Tm rd ds 
即 mu d= .mkv mgsing @ 
把 加 代 人 名 可 得 na? 和 - mgseosf 9 


dr kt gsind 
cdo geost 


1 3 sin 
dpcos5d0+acos5 
要 
vicosd co Decos6 

cosgdb - usinbdg kd 


do 


2cos28 Ecos28 
dcos0) - _&dg 疝 边 积分 可 得 
zcos2b gcosz0 
1 大 、 
- Dod tang + CO © 
代入 初始 条 件 :=0 诗 86= a, w= vo, 妈 可 得 
C=— 1} kiana 
Vocosa “ 克 
代 回 @ 式 ,得 
_ gvocosa @ 
~ cosB[ krwocosaltana — tanf) + g] 
2 
又 因为 v= wr,m = mgeosb 
所 以 w= .gc0s0 ® 
-dt 到 
把 全 代入 @ 
guocose _ 
corol Roocosa (tana -tang) rg] ~ BeosOdt 
积分 后 即 可 得 


fos ) 
1.22 如 向 互相 垂直 的 久 强 电磁 场 五 .日 中 发 射 一 电子 ,并 
设 电子 的 初速 度 Y 与 百 及 B 乘 直 . 试 求 电子 的 运动 规律 .已 知 此 
电子 所 受 的 力 为 e(E+vx8B), 式 中 上 上 为 电场 强度 ,8B 为 磁感应 
强度 ,e 为 电子 所 带 的 电荷 ,v 为 任 - 豚 时 电子 运动 的 速度 
解 各 最 方向 如 题 1.22.1 图 ,电子 所 受 力 
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F=e(E+tyxB) 
i jy k. 
“ehjtelo, vw, vo.) 
0 0 Bl 


= ev,Bi+(eE- eo,B)j 
则 电子 的 运动 微分 方程 为 


| 天 = ev = eBy ® 题 1.22.1 图 
my—eE-eB-eE-eBr ® 
[mz =0 外 
do 
Hom Bg dy | dv, = 组 六 dy 
drt bd 
v= B+ V 9 
困 
代入 人 轩 整理 可 得 
- eB ep - 
3+ 一 3 一 (一 DBV) © 
7 
=0 的 通 解 


Yi = Aicos 2 + Aisin 岂 


非 齐 次 方程 @ 的 特 解 Ya 一 -5( 瑟 -SBV) 
所 以 作 许 次 方程 @ 的 遂 解 


y= Yt Y= Aycos 潮 + Assin + + BV)Y 


代入 柯 始 条 件 := 0 时 ,y-0 得 Ai= 草 { -各 
4-0 时 ,zs=0 得 4 =0 


区 y= 车 (六 je 人 -+ 人 


广 eB eB’ - 
同 理 ,把 使 代 人 辐 避 以 解 出 


_E,,m E\, e 
i 
(把 号 代入 同 
dr _eBfmfy_ EY eB mV, mE], ， 
全- 生 jem 人 -全 + 
dr 人 (7 二 je 全 dr 考 dt 
= 区 Y- 二 jim 呈 + 和 +C 
代 人 初 条 件 上 =0 时 ,=0, 得 C=0. 所 以 
mfy_ El, ed,,E 
六 (v Bjsin Sr + Be) 
1.23 ”在 上 厂 中 ,如 
(a) B=0, 则 电子 的 轨道 为 在 坚 直 平面 {xry 平面 ) 的 抛物 线 ; 
(b) 如 =0, 则 电子 的 轨道 为 半径 等 于 只 的 圆 . 试 证 明之 
证 (qd 在 1.22 题 中 ,当下 =0 时 , 则 电子 运动 受 力 下 = eE/ 
电子 的 运动 微分 方程 
{mzx=0 全 
dmy = eF © 
‘mz™0 [gy 
对 加 积分 TD 
对 外 再 积分 
又 
点 
(C0i+ 为 -常数 ) 


此 即 为 抛物 线 方 程 


{b) 当 E 
24 


OH 


了 
则 昌 了 受用 FF=evxXB -ex|v as 
lo 0 8 
= eBv,i — eBv,j 
则 电子 的 运动 微分 方程 为 
[mr = eBv, OD 
Any = — eBuv, 
Las=0 @ 


辐 1.22 题 的 解法 , 联 立 中 加 解 之 ,得 


于 是 


即 电子 轨道 为 半径 入 “的 国 . 


1.24 质量 为 w 与 2m 的 两 质点 ,为 - -不 可 介 长 的 图 缉 所 联 
结 , 绳 挂 在 -光滑 的 潜 轮 上 .在 m 的 下 端 义 用 固 


有 长 度 为 < , 偶 强 系数 人 为 “ 尝 的 鲁 必 强 挂 上 另外 


一 个 质量 为 m 的 质点 .在 开始 时 ,全 体 保持 坚 直 ， 7 
原来 的 非 弹 性 编 拉 紧 ,而 有 弹性 的 绳 则 处 在 间 有 |” 4 
长 度 上 .由 此 静止 状态 释放 后 ,求证 这 运动 大 简 谐 ” 
的 .并 求 出 其 振动 周期 5 及 任何 时 刻 两 段 绳 中 的 。” r 
张力 了 及 TT. 题 1.24.1 图 


解 以 紧 直 向 下 为 直方 向, 建立 如 题 1.24.2 图 所 于 坐标 ,以 
外 开始 所 在 位 置 为 碾 点 
人世 处 物体 所 处 坐 怀 分 划 为 yya 3, 则 3 个 物体 运动 
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微分 方程 为 : 


[be 一 人 = my 全 
T+tmg- T= My2 全 
| 

Dmg - T=2my3 您 


由 于 鲁 与 全 之 问 基 不可 伸 长 轻 强 联结 ,所 以 有 
2 一 3 即 
3 ys 中 


中 全 间 用 保 强 系数 = 8 弹性 强 联 结 . 


故 有 T=k(y y= (yy 4) 


由 四 念 得 V1= En aa)+28 
和 由 四 多 DD 得 T=3my2+ mg 
代入 四 ,有 
V1= -3y2 
代入 四 ,有 
yY1 + Ey = 
此 印 为 简 谐振 动 的 运动 方程 ， 
角 频 率 w=2A) 共 ,所 以 周期 r= 
a w 
解 加 得 y= Alcosor+ hxinot+ 吾 
以 初始 时 加 为 原点 ,t=0 时 ,y=0,31 一 0 
所 以 yi Bacoswr 1 Fa 
代入 人 D, 得 
联 Y@D@W 得 T=2mg (1 上 on2y 二 
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题 1,24,2 图 


1.25 滑轮 上 系 一 不 可 伸 长 的 绳 , 强 上 县 -… 弹 簧 ,弹簧 男 一 端 
挂 - 重 为 W 的 物体 . 当 滑 轮 以 匀速 转动 时 ,物体 以 匀速 wo 下 降 . 
如 将 滑轮 突然 停 住 , 试 求 弹簧 的 虹 大 伸 长 及 最 大 张力 .假定 漳 筑 受 
醋 的 作用 时 的 静 促 长 为 40. 

解 ” 选 生 下 为 正方 向 ,滑轮 刚 停 时 物体 所 在 平衡 位 置 为 坐标 
原点 .建立 如 题 1.25.1 图 所 示 杏 标 系 .原点 的 重 
力 势能 设 为 0. 

设 弹 繁 最 大 促 长 +, 整个 过 程 中 ,只 有 重力 


短 功 ,机 械 能 守恒 0 
WI 
到 os > 
1 + © 题 1,25.1 图 
| 加 


联 六 DO@ 得 Xone- aot voy 汪 
弹簧 的 晤 大 张力 即 为 弹簧 伸 长 最 长 时 的 弹力 , Ts 为 最 大 张 
力 , 基 
Ti = RA “| : 7 
Bio 
1.26 一 弹性 绳 上 端 册 定 , 下 端 其 有 m 及 mm "两 质点 . 设 a 为 
绳 的 辐 有 长 度 ,6 为 加 后 药 伸 长 ,c 为 加 mm 后“ 攻 


的 利 长 . 今 将 nx 全 其 脱离 商 下 险 , 试 证 质点 mw 在 了 
任 一 瞬时 离 |: 端 O 的 吃 离 为 w+ 五 二 econ Et. 

解 以 绳 顶端 为 坐标 原点 . 建立 如 题 1.26.1 mm 
图 所 示 坐 标 系 . 设 绳 的 弹性 系数 匀 . 
则 有 mg = 起 外 

当 mm 脱离 下 坠 前 ,wm 与 mw" 系统 平衡 ， 古 1.26.1 图 
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当 w' 脱 离 下 坠 后 , m 在 拉力 工作 用 下 上 开 , 之 后 作 简 谐 运 


动 
运动 微分 方程 为 
mg -kl(y— a)= my 四 
联 立 D@ 得 + ® 
y+ ly-0 


[EE i 

齐 次 方程 通 解 Y, = Aicos/ Er + Assinyg Fe 
非 齐 次 方程 @ 的 特 解 Y= a+ 

所 以 @ 的 通 解 y= Aicosy t+ AsinA/ 区 t+ at 

代 人 初始 条 件 :t=0 时 ,y=a+6+c, 得 AI=c,As=0 


故 有 了 ecos / +atp 
Nb 


即 为 mx 在 任 一 时 刻 离 上 端 O 的 有 虐 离 . 
1.27 一 质点 自 一 水 平 放置 的 光滑 固定 圆柱 面 凸 面 的 最 高 点 
自由 滑 下 . 问 漆 至 何 处 ,此 质点 将 离开 圆柱 面 ? 假定 圆柱 体 的 半径 
为 r. 
解 ”对 于 圆柱 凸 面 上 运动 的 质点 受 
力 分 析 如 网 1 - 24. 运动 轨迹 的 切线 方 
向 上 有 : 


mgsinO = pn 3 OD 
2 感 1.27.1 图 
法 线 方 自 上 有 :mgcos8- N= 功 守 @ 
对 于 个 有 : using= 于 = 理 理 
(s 为 运动 路 程 , 亦 即 半 圆柱 周围 弧 长 ) 
即 wdv = gsingds 
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又 因为 Rd =ds 

即 wdvu= gsingRdO @ 
没 质 点 刚 离开 怖 柱 面 时 速度 vo, 离开 点 与 竖 直 方向 来 角 0， 

对 图 式 两 边 积 分 


Ef 
| "vdv = 人 ssineae 
0 Do 


= gR(L cosbo》 @ 
刚 离 并 网 柱 面 时 N=0 即 
mgcosGo= 贡 有 ® 


联 立 四 加 得 90= arceos 
即 为 质点 刚 离 升 圆柱 而 时 与 竖 直 方向 的 夹 角 . 

1.28 重 为 W 的 小 球 不 受 摩擦 面 沿 半 长 轴 为 a . 半 短 轴 为 
的 摘 贸 弧 滑 下 ,此 椭圆 的 短 轴 是 竖 直 的 .如 小 球 自 长 轴 的 端点 开始 
运动 时 ,其 初速 为 零 , 试 求 小 款 在 到 达 椭 图 的 最 低 点 时 它 对 精 贺 的 
压 万 . 中 

解 ”建立 如 题 1.28.1 图 所 示 直 


NB 和 Di 0 一 
这 b 
从 4 滑 到 最 低 点 B, 只 有 有 重力 
向 功 .机 械 能 守恒 . 即 


题 1.28.1 图 
mg = 二 aa 四 

设 小 球 在 最 低 点 受到 椭 加 轨道 对 它 的 支持 力 为 N 则 有 : 
N mg=m 6 ey] 


PP 为 B 点 的 由 率 半径 . 


长 
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A 1 6b. 
得 y= 


又 因为 上 -= 一 [| 
? {1+ y' 3) 
了 


a 


2 
所 以 N= mg =mgt+ 名 x2mgb 
p a? 


= Wi 十 2 与 } 

故 根 据 作用 方 和 反作用 方 的 关系 ,小 球 证 达 往 加 最 低 点 对 杭 
国 奈 力 为 本 1+ 2 握 ) ,方向 要 直 轨 送 向 下 . 

1.29 一 质量 为 m 的 质点 自 光滑 贺 浴 线 的 尖端 无 初速 地 下 
滑 . 试 证 在 任何 一 点 的 庄 力 为 2mgcos9, 式 中 8 为 水 平 线 和 质点 
运动 方向 问 的 夹 角 .已 知 贺 演 线 方 程 为 

=a(20+sin20), y= 一 ua(1+cos20). 
解 ”质点 作 平 面 虹 线 运动 ,运动 轨迹 方程 为 


tr=et20+sin26) 号 
| © 

由 曲线 运动 质点 的 受 力 分 析 , 我 们 可 以 得 到 : 
[geo -N=m (质点 法 向 受 力 方程 ) ® 
[gsing = 4 《质点 切 向 用 方程 @ 
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因为 基线 上 丝 点 的 曲率 -一 上 王 @ 


(1 ry 
dy 
， dy _ 0 2asin20 -sin20 人 
所 以 dr dr Da +2acondd T+ cos © 
dd 
dy dd 驴 )= 识 dd0 
dzz drldr) qldr) dr 
2e020(1+ cos20) +t 28920, 1 
《1 + cos2@) 2a t+2acos20 
= lL 2 
a(l+ cos20): © 
把 图 四 代入 曲率 公式 回 中 
-1 _ 
4acosG 
所 以 p= 十 =4acos0 ® 
du dvds ,dy 
由 印 a de ds -sing 
即 vdw = gsingds , 义 由 数学 关系 可 知 
dy=dssing 
即 udu= gdy 
所 以 vi =2gy= —2ga(l+cos20) ® 


把 @@@@ 代 入 中 
N -mgeosd— m 国 


osd + m Lea(L+ eos20) 
= mgcosd + pz acosd 


1.30 ”在 上 题 中 ,如 圆 滚 线 不 是 光滑 的 , 旦 质点 自 较 滚 线 的 尖 
端 自 由 下 滑 , 达 到 辣 深 线 的 最 低 点 时 停止 运动 , 则 摩擦 系数 / 应 
满足 下 式 


=2mgcosp 


试 证 明之 、 
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证 当 题 1.29 所 述 运动 软 庆 的 曲 贱 ( 圆 滚 线 ) 不 光滑 时 ， 质 
点 的 运动 方程 为 : 


2 
Ea 


2 
1 


m = mageosg — N 


sm ) = (mgsing- uN)ds 


由 1.29 题 可 知 p=4ucosg 
出 数学 知识 知 pdb= ds 
把 中 人 @ 代 和 人 @ 


Tdvi= glsing — ucosg)4acosbdg+uaozdb 


SO 0 


, 
$i 2p) = tag (sin20 - p— noon20) ® 


这 是 -个 非 齐 次 二 阶 常 微分 方程 . 解 为 


= re —4pusin20 + 2cos28(1- p23)] -2ag + Ce 
x 


当 8= 下 时 ,w=0, 得 C= -egie mw， 
当 9- 生 时 ,0 得 CT iese w, 层 
1 + yx 

当 0=rz= 昌 时 , 即 


2 
ag -nr 沪 - ) 
0 1T+ pe 248 1 ry 1 


v= EE dsin20 + 2cos20(1 — p72)] +2ag + 站 3 
A 


故 有 pie"*=1 

1.31 ”假定 单据 在 有 阻力 的 媒质 中 振动 ,并 假定 振幅 很 小 , 故 
阻力 与 6 成 止 比 ,县 可 写 为 R= -2mk46 , 式 中 是 换 狂 的 质量 ,1 
为 摆 长 ,& 为 比例 常数 . 试 证 当 如 < 至 时 , 单 扎 的 振动 周期 为 


证 单 探 运动 受 力 分 析 如 题 1.31.1 图 所 示 . 
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因为 M= 有 内 . 
即 AM = — mglsing - 2 mk/0*1 
T= pu? 
B=0 
所 以 70= -gsing -2k0 
又 单 摆 摆 角 9 很 小 ,有 singszb 
全 式 邮 化 为 :8+286 + 入 9=D 
此 即 为 -个 标准 的 有 阻尼 振动 方程 、 
设 wo = 地 为 尚 有 频率 ,又 由 于 如 < 笃 , 即 阻力 很 小 的 情况 . 
方程 四 的 解 为 


如 一 Ane 应 cos(azr + gy 
w=V 和 已 ,8= 


aa aa ，F 
所 以 单 地 拓 动用 期 = 各 一 NE 
结论 得 证 . 


1.32 光滑 槐 子 以 勺 加 速度 ae 深水 平面 运动 .质量 为 im 的 
质点 沿 栅 子 的 光滑 斜面 滑 下 . 求 质点 的 相对 加 速度 a 和 质点 对 槐 
子 的 压力 PP， 

解 ” 设 禹 子 的 倾角 为 8, 棉 于 向 右 作 加 速度 qo 的 匀 加 速 运 
动 ,如 题 1.32.1 图 . 

我 们 以 模子 为 参考 系 , 在 非 惯性 系 中 
来 分 析 此 题 , 则 质点 受到 一 个 大 小 为 mao 
= 4 届 的 非 惯性 力 ,方向 与 ao 相反 . > 

质点 在 栅 于 这 个 非 惯 性 系 中 沿 和 斜面 下 
滑 , 沿 斜 击 的 受 力 分 析 : 

PagsinB + mancos8 = wa” 外 


重 直 斜面 受 力 平衡 : 


题 1.32.1 图 


mgeos0 = maosing + N @ 
7 


联 立 Don 


a = gsin + aocos0 


N= mg (cos6 - sng) 
8 
此 即 棉 子 相对 斜面 的 加 速度 e 
对 斜面 的 压力 P 与 斜面 对 i 的 支持 力 N 等 大 反 向 . 同 理 可 
得 到 当 模 子 向 左 作 加 速度 为 ao 的 匀 加 速 运动 时 ,质点 mm 的 a 和 
棉 子 对 斜面 的 庄 力 P 为 
| = gsing 一 aocosg 


P= mg (cosb + sng) 


a = gsing + aocosd 
ee “ a 

P= mg oon + sing ) 
1.33 ”光滑 钢丝 图 转 的 半径 为 ,其 平面 为 又 直 的 . 圆 回 上 套 
一 小 环 ,其 重 为 w. 如 钢丝 奖 以 名 加 速度 a 灌 竖 直方 向 运动 , 求 小 
环 的 相对 速度 +, 及 轿 对 小 环 的 反作用 力 尺 . 

解 ” 设 钢丝 贺 图 以 加 速度 a 向 上 作 勾 加速 运动 如 题 1.33.1 
图 ,我们 以 钢丝 圆圈 作 参 考 系 ,在 圆圈 这 个 
非 惯性 系 里 来 分 析 此 题 - 

加 图 上 的 小 环 会 受到 一 个 大 小 为 


(¥ 向 与 a 相反 的 惯性 力 的 作用 , 风 阅 
环 运 动 到 网 图 上 某 点 ,切线 方向 受 力 分 析 : 


wdo ~ 


wn 
(至 + wsing ma= -PO 
法 线 力 向 受 力 分 析 有 : 辐 1.33.1 因 
2 
(er mjeosg -R= -nF 外 
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a ,ldv,_ ldvdyp 
对 中 +1]sing= ga Ep Es 
两 边 同 乘 以 rg 


本 o9 du dy, 
rlatg)sing= (Gs dp rp 
即 (atg)singdg = - vdo, 


两 边 同时 积分 ra + eysingdp = | udw 
po ve 
w= +2 a +g) (cosgp -cospo)r [6] 


把 加 代 人 如 可 解 得 


同 理 可 解 出 , 当 钢丝 圆圈 以 加 速度 a 竖 直 向 下 运动 时 小 坏 的 相对 
速度 mw = WwW 12(g a)(cosg -cospo)r 


2 
R=e| 1 和]Geosg -2cospo) r+ | 


R-2[( -和 Jacsp- 2e0seo)r+ a] 
综 上 所 述 ,小 环 的 相对 速度 w 


w= Vv +20gTFu)(cosp 一 cospo)r 
时 小 环 的 反作用 力 


R= 人 [人 全)Geosg- zuspor+ 至] 
1.34 火车 质量 为 m ,其 功率 为 常数 .如 果 车 所 受 的 阻力 f 
为 常数 , 则 时 间 与 速度 的 关系 为 
mk nf mlv— wo) 


fF Ruf f 
如 果 了 和 速度 z 成 正比 ,由 
mv] 让 一 天 
27 "wlk of) 


式 中 vo 为 初速 度 , 试 证 明之 、 
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证 (1) 当 火车 所 受阻 力 地 为 常数 时 ,因为 功率 忆 与 牵引 力 
有 如 下 关系 :P= 至 w 
所 以 k=(Fs+f)v 
即 4 (mn) 
mudv _ 
-fo dt 
对 两 边 积分 
«vdv ed 
kf | 2m 
mk wof m(lv wo) 
Ff -vf f 
《2) 当 阻 力 f 利 速度 w 成 正比 时 , 设 f= lv,t 为 常数 . 同 理由 


(1) 可 知 £= (m 全 + 


On 


即 hme 
vdv dt 
Riv m 

” wdv _ 站 dt 


一 om 


对 两 边 积分 | 


mv -fo 
2f — wf) 
1.35 ”质量 为 m 的 物体 为 一 锤 所 击 . 设 锤 所 加 的 压力 ,大 均 


名 地 增 减 的 . 闪 在 冲击 时 间 + 的 一 半 时 , 增 至 极 大 值 P, 以 后 义 均 
匀 减 小 至 零 . 求 物体 在 各 时 刻 的 速率 以 及 压力 所 做 的 总 功 . 

解 锤 的 压力 尾 均 匀 卉 加 的 , 设 下 = ki, 为 常数 ,由 题 意 可 
知 [ar = 台 jd ,得 P= 专 =, 所 以 4= 算 ， 
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即 下 二 一 于 
故 了 do 22, 
t Tt 


两 边 同时 积分 m| av = fa 
0 T 0 
-PP,; 用 
得 vt (0<1<3 ) 全 


义 因为 当下 增 至 极 大 值 了 后 ,又 均匀 减 小 至 0, 故 有 此 时 有 
下 = 和 居 ( 一) 为 常数 。 


= 一 疆 
< 
所 以 P= -Er) 
即 n du = 二 (rc -1) 
t T 


mo nos = ~ [二 -二 (下 
@ 
由 四 得 mus= 猎 ®@ 
上 
v=3t (+4 20) 
整个 过 程 压力 所 做 功 多 
y dW 
又 因为 I 
即 dW = Fudt 
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对 上 式 两 边 分 段 积分 


Ww T 
aw = Er. End + Ei) 
nm oT 8 垃 T 


(+t 4 -202)de 
Zr 


得 = 
1.36 ”检验 下 列 的 力 是 否 是 保守 力 . 如是, 则 求 出 其 势能 . 
(a) F,=6abz y—20pr ys, F,=6abrz’ - 102r4y， 

F. ~ 18abryz? 

(b) F=iF, (x) +jF,(y) +kF,(z) 
解 (a) 保守 力 下 满足 条 件 V x 下 =0 
对 题 中 所 给 的 力 的 表达 式 , 代 人 上 式 


i 7 k| 
9 3a 9 | 
即 W xF= 到 3y Bz 
F, FP, F. 
_1aF。aFv\， f9F, 9F.y,, /9F,_ oF, 
-|( 守 半 ]!( 守 于 )it( 守 小 


一 (18apxzz? 一 18abzz2)i (18abz2y 一 18apz2y ) 了 十 
(6abz’ 一 408r3y 一 6abz3+40apr3ay) 天 
-0 
所 以 此 力 下 是 保守 力 ,其 势能 则 为 


V= [par 


{2 .ys2) 
= f "(Fdx + Fdy + Fodz) 
{0,0,0) 


{zx,y.0) 


rN,0Y 
=| (6abzay 一 205r3y2)dz -| (6abxrz? 一 
) 


{0,0,0) {ro00 


(ry) 
l0br’y)dy 一 | 四 (18abzryz2)dz 
oy 
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=Sbz43y2 -6apryz3 


(b) 同 (a)， 
i 了 无 
HV xXF= 元 这 区 
F, 号 F。 
IF 9F.y,, faF, aF, 
=-( 才 -3 Er 全 区 + 过 过 
=0 
所 以 此 力 下 是 保守 力 , 则 其 势能 为 
V= 人 


-1 “pdx ~ Pe, dy - 站 dz 

1.37 根据 汤 川 核 力 理论 ， 中 子 与 质子 之 间 的 引力 具有 如 下 
形 慌 的 势能 : 

Vr) 起 一 < 

试 求 

(a) 中 子 与 质子 闻 的 引力 表达 式 ,并 与 平方 反比 定律 相 比 较 ; 

{b) 求 质量 为 m 的 粒子 作 半 径 为 a 的 圆 运动 的 动量 矩 J 及 能 
量 EE. 

解 (a) 罗 为 民 了 汪 中 了 了 这 加 引力 等 能 表 法 式 为 
Vr) -se (p<0) 


故 质 子 与 中 子 之 间 的 引力 Fern) 


Fo- -0 


wr or 
Ke + ee 

7 7 
_R(L+ar)e ™” 


-2 
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(b) 质量 为 m 的 粒子 作 半 径 为 e 的 圆 运动 . 
动量 算 了 = X zy 


由 (a) 知 Eu) = 人 
Fo) 提供 粒子 作 圆周 运动 的 向 心力 ,Ft) 方向 是 沿 着 径 疝 ， 


| 2 
故 一 (1+ or)e 四 
r 了 


当 半 径 为 的 较 周 运动 


一 ea 2 
-kl 7 = 
等 式 两 边 同 乘 以 ma? 
即 一 mkall + ua)e me = mo2a? 
又 因为 T= mva 
有 1 =~ mkall + aa)e'™ 


做 贺 周 运动 的 粒子 的 能 量 等 于 粒子 的 动能 和 势能 之 和 . 
所 以 E=T+V 
= mw? + Veay 


__ AL+aajem | ke” _ kh(l- aa)e” 
23a a 一 2a 
1.38 ”已 知 作用 在 质点 上 的 力 为 


F, = GD 十 人 7 t+ ane 


下 = A Any + dy3% 
下 。 = al 十 G323 t+ ae 
式 中 系数 a,(i,j = 1,2,3) 都 是 常数 . 问 这 些 wu 应 满足 什么 条 件 ， 
才 有 势能 存在 ?如 这 些 条 件 满足 , 试 计算 其 势能 . 
解 ”要 满足 势能 的 存在 , 即 力 场 必须 是 无 旋 场 , 亦 即 力 为 保 
守 力 ,所 以 VxF=0 
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9 a 
” F ji = 3 
dF, 9 , 
即 1 写 = 写 * ee a 
了 
aAF aF. 13 31 
[9 EN 


oj = 1,2,3) 为 常数 满足 二 式 关系 , 才 有 势能 存在 、 
势能 为 :V = [re ‘dr = 一 (Pa + Fu + Paz) 


{x 0.0) 
=-| ant + any + 4x)dr 一 
{0.0.07 


{rn 
| (eatr tany +t+awr)dy— 
Cr 0) 


(ys) 
| aur tany t+ qz)dz 一 
{1 90) 


= Ean? + any: + aaz: + 2a1xy + 
2a2ayz + 2aa zr) 
1.39 。 一 质点 受 一 与 距离 3 次 方 成 反比 的 引力 作用 在 一 直 
线 上 运动 . 试 证 此 质点 自 无 穷 远 到 达 a 时 的 速率 和 自 “ 静止 出 发 
到 达 人 时 的 速率 相同 . 
证 质点 受 一 与 距离 过 次 方 成 反比 的 力作 用 . 
设 此 力 为 。 Fo = hr 翌 ( 玉 为 一 常数 ) 0 
又 因为 Fo) = 功 末 = 加 时 时 = m 
即 Fndr = mvdv 
kr-ddr = mvdy @ 
当 质点 从 无 穷 远 处 到 达 a 时 ,对 加 式 左右 两 边 分 别 积分 : 
41 


a 3 v 
| kr 2dr = m| vdv 
To 


2 4k 1 
一 一 QZ 


wi 一 
m 


当 质 点 从 a 静止 出 发 到 达 征 时 ,对 名 式 左右 两 边 分 别 积分 : 
人 -ia = | vd 


得 v2 


所 以 质点 自 无 穷 近 到 过 a 时 的 速率 和 自 4 静止 出 发 吧 达 和 时 的 
速率 相同 . 

1.40 ”一 质点 受 -- 与 距离 成 反比 的 引力 作用 在 - .直线 上 运 
动 ,质点 的 质量 为 m ,比例 系数 为 .如 此 质点 从 路 原点 O 为 a 的 
地 方 由 静止 开始 运动 , 求 其 达到 O 点 所 需 的 时 间 ， 

解 ”由 题 可 知 Ft = ， 夫 (因为 是 引 为, 方向 与 > 径 向 相反 
所 以 要 有 负 号 ) 


出 运动 微分 方程 。 一 各 = 加 蝶 

kd, dr 

即 rdr dr 
一 二 dr = modw @ 


对 上 式 了 两 边 积分 - 『 kdr = [mod 


-hn 
故 避 = hE 
又 因为 了 与 v 的 方向 相反 , 故 取 灸 导 . 
即 w=- 闪 n 和 = 各 
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对 上 式 积分 


全 
令 = 证 ,dr = ad8. 变 量 代 换 可 得 
-和 


1.41 ” 坛 导出 下 面 有 心力 量 值 的 公式 : 
一 mh? dp 
F= 
起 中 产 为 质点 的 质量 ,r 为 质点 到 力 心 的 距离 ,h = r29= 常数 ,p 
为 力 心 到 轨道 切线 的 悉 直 距离 . 
证 画 出 有 心力 场 中 图 示 如 题 1.41.1 图 ， 我 们 线 用 的 是 极 
沧 标 . 所 以 wo = r8= ucosg 
又 由 于 六 = r26= 常数 , 即 
h= rr0= ruesgp 
由 图 所 示 关 系 ,又 有 pp = rcosg 


故 下 = 芭 一 和 
由 动能 定理 .dr = d 人 (二 mo】 
下 沿 r 方 向 下 ,dr = Fdr 


1 
Fm) 
2 1 de 
得 P= 7r 2 dr 


4.42 ” 试 利 用 上 题 的 结果 ,证 明 : 

(a) 如 质点 走 一 贺 周 ,同时 为 心 位 于 此 圆 上 , 则 为 与 距离 五 次 
方 成 反比 ， 

(b) 如 质点 走 一 对 数 螺 旋 ,而 其 极点 即 力 心 , 则 力 与 距离 立方 
成 反比 . 


题 1.41.1 图 
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证 (a) 依据 上 题 结 沦 , 我 们 仍 取 用 极 坐 标 如 题 1.42.1 图 . 
质点 运动 轨迹 为 一 圆周 , 则 其 极 坐 标 方 ~ 
程 为 
r= 2a cos 中 
声 = reos 晶 @ 
由 外 加 得 r= 2ap 


即 p= 高 @ 


各) 
2 d[ 息 
放 玉 = 二 mh? 邮 一 = 二 - 


dr = Fm 


__ Ba mh? 
和 5 
7 
即 力 与 距离 5 次 方 成 反比 , 负 号 表示 为 的 方向 与 径 向 相反 . 
(b) 质点 走 一 对 数 螺旋 线 , 极 点 为 力 心 ,我们 仍 采用 极 坐 标 . 
对 数 螺旋 线 r = e”,a 为 常数 .有 
r= er8 
根据 题 1.41, 上 = ”26= 常数 ,有 
1 
2 3) 


dr 


iT 


d (72 + 12) 


4 
dr 


1 
这 
二 ma D Er) 
1 
2 


= Lal+1) 到 人生 ) 
=- map2z(ae2z+ Dr 
故 得 证 . 
1.43 如 质点 受 有 心力 作用 而 作 双 纽 线 ?= azcos26 的 运动 
时 , 则 
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试 证 明之 . 
证 ”由 比 耐 公式 


7 dp 
质点 受 有 心力 作 双 纽 线 r? = a?cos29 运动 
故 1- 1 
入 a Vv cos28 
回 = .sn29. 一 上 
® (cos20)3 


gu 1 [ 2cos28 
l(cos20)} 


= 二 [2(cos20)- 二 + 3sin?20(c0s20) -3 ] 
故 下 = mar ( + «] 


= [2(eo0) 到 + 3sin? 20(00820) + 
Ze 


= Sh (cos20)-H(1 + tan220) 


aaa 


Bh 


了 

3 大 2 
ai 五 
a 
Smatp? 


7 
r 


上 .44 ”质点 所 受 的 有 心力 如 果 为 


F--m( 握 + 六 ) 


式 中 心 及 ， 都 是 常数 ,并 有 旦 vy < hh*, 则 其 轨道 方程 可 写成 


+ sin20 (cos20) 2sin20] 


1 
V col 
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| 


a 


”+ ecos 庆 


2 2 了 了 
坛 证 明之 .起 中 = 一 人 (A 为 积分 党 


£ 
数 ). 
证 ”由 比 耐 公式 


2 
将 力 下 = 一 习 [每 + 总) 代入 此 
2 du 
点 + 总 ee( 税 中 
因为 zx = 二 
2 
所 以 pou? + va? = 2 十 «) 
du 2 
即 说 者 ) 大 
hi -v 
仿 2= 
* Ah 
上 式 化 为 


这 是 一 个 二 阶 常 系数 非 许 次 方程. 
解 之 得 x = Acos(k86 + 多) + 总 
A 为 积分 常数 , 取 p = 0, 故 


2 
W = Acoskb + -大 


kh? 
kh? 
有 r= 十 = 1 -= Bi 
Acoshg + -和 5 有 3 cosp0 十 | 
大 2 A 


382 2p2 
全 ao 


所 以 = 了 fig 
ecoskd 
1.45 ”如 5 及 so 为 质点 在 远 日 点 及 近日 点 处 的 速率 , 试 证 明 
Ssa = (1+e):(1-e) 
证 ”由 是 意 可 知 ,质点 是 以 本 阳 为 力 心 的 贺 欠 曲线 ,太阳 在 
焦点 上 . 


轨迹 方 各 为， “+ ecosG 

浙 月 点 -0 四 
在 近日 点 处 0=0, r= 
在 远 中 点 处 0 = 180"， r= 1 之 ,出 角 动量 守恒 有 
所 以 sr (lt+e):(t-e) 


1.46 ”质点 在 有 心力 作用 下 运动 .此 力 的 量 值 为 质点 到 力 心 
距离 ~ 的 晴 数 ,而 质点 的 速率 则 与 此 蝶 离 成 反比 , 即 v = 全 .如 果 
a > h2Ch = 20), 求 点 的 轨道 方程 . 设 当 + = ro 时 ,9 = 0. 

解 ”因为 质点 速率 = 上 


v= + 
2 +, 
所 以 和 
了 
又 由 十 A = r28 
a fdry? rt 
即 各 = (人 
cfdrdg 2 
六 几 
区 := 和 
dm) 于 
又 因为 az > 有 h? 
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两 边 积分 
dr 0 fa — h’* 
上 = 轴 
即 in 人 =+e hg 
ro 


1.47 (a) 某 芝 星 的 轨道 为 扫 物 线 ,其 近日 点 距离 为 地 款 罗 


道 (假定 为 圆 展 ) 半径 的 二 . 则 此 起 星 运行 时 ,在 地 球 轨道 内 停留 
的 时 间 为 一 年 的 


2n+2 六 = 
3x a N27 
倍 , 试 证 明之 . 


(b) 试 再 证 任何 作 抛 物 线 轨道 的 正 星 停留 在 地 球 轨道 ( 仍 假 
定 为 圆 形 ) 内 的 最 长 时 间 为 一 年 的 过 倍 , 或 约 为 76 目 . 


证 (a) 设 地 球 轨道 半径 为 及. 则 在 星 的 近 可 点 距离 为 县 ， 
链 曲 线 的 极 坐 标 方程 为 > = 了 了 人 zc 

趋 星 轨 道 为 抛物 线 , 即 e = 1. 近 目 点 时 9 = 0. 
故 近 日 点 有 -= -= 艰 


li+e 2 
即 肥 - 之 ， -2R 中 
n ”2 nt 
h2 有 
又 因为 P= 好 ， hh= re 
所 以 k= kV @ 
《 震 星 单位 时 间 内 矢 径 扫 过 的 面积 h) 
i h 二 /2R < 
扫 过 肩 形 面 税 的 速度 。w = 过 = ZY [3 
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> 二 2 a 4R7 
= 2d9 = 
ja 一 车 RT eos0 de 


4 2 1 "| 
一 50 二 3 @ 
从 数学 上 我 们 条 以 得 到 砚台 道上 为 地 球 欠 过 半径 人 
好 RR- bh -2RZn 


] +eosg 1+cosg 


即 cosg = 全 © 
1-tar 4 
又 因为 cosg = - 
1+tam 7 
所 以 an 全- -二 VIA ® 
把 @@ 代 人 四 (人 @ 式 代 人 时 取 “+” 即 可 ) 
2 一 2 
:3 3) 
3 二 3h 
n 


故 芷 星 在 地 球 轨道 内 停留 的 时 间 为 
2 (ata) /ri 


| 3 
To [aR 
4 人 
4R n+2 1 
_ 4Rz nn 一 他 
了 3n 2 © 


设 地 球 绕 太 阳 运 动 一 周 时 间 为 6 
49 


因为 假定 地 球 运 动 轨道 为 圆 形 , 所 以 
一 二 pp 一 
r= Ro Treoas5 一 也 
又 由 于 了 ~ 所 ,有 h = AR 
地 球 缆 太 阳 运 动 单位 时 间 内 矢 径 扫 过 面积 大. 


1 
要 过 扇形 速度 ，= 雪 = 全 > 
BR -2xRz 
2 1 
居民 
4 (n+2). [n=l 
i 37 NN 2n 
2 2xR 
天 
_2 n+2 厅 1 。 
3x nn 27n ® 


(b) 由 让 明 (a) 知 
彗星 在 地 球 轨道 内 停留 时 间 乒 
4R3? (n+2), fn-l 


和 2n 
对 此 式 求 极 大 值 , 即 对 # 求 导 ,使 ”得 =0 
w 和- 
=0 
即 写字 ,得 n=2 
wr 
<0 
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履 -2 为 极 大 值 . 代 人 图 式 可 知 


1.48” 试 根据 1.9 中 所 给 出 的 我 同 第 一 颗 人 造 地 球 卫星 的 


数据 , 求 此 卫星 在 近地点 和 远地点 的 速率 mt 及 
运行 的 周期 z( 参 看 79 页 ). 
解 由 81.9 给 出 的 条 件 : 
人 造 地 球 卫 星 近 .远地点 距离 ri ,rz 分 别 为 
1=439 km, 72 = 2 384 km. 
地 球 六 答 Rs6 400 km. 


由 本 图 运 动 中 的 能 量 方程 可 知 : 
1 2 GMm _ _ GMm 
27”2 A+R 2a 
Tw Ge CMm 
了 m3 2 


24 为 星 运 行 的 椭圆 轨道 的 长 轴 
2a -r+trst2R 
=15 623 km 
把 2a 代 人 中 有 
近地点 速率 v8.15 X10 m/s 
远地点 速率 ms<6.34x 1 m/s 


3 
2 2 


运动 周期 T= 
其 中 < 为 汉 动 扣 通 的 站 k=V GM 


2ra 


32 
所 以 T= Ve min 


(参见 1 ,47) 


v2 以 及 它 绕 地 球 


四 


1.49 在 行星 绕 太 阳 的 椭 加 运动 中 ,如 令 a -+ = aecosE， 
上 ae = 了 ,起 中 = 为 同期, 为 于 长 四,e 为 偏心 率 , 互 为 一 个 新 


的 参量 ,在 天 文学 上 叫做 候 近 点 角 . 斌 由 能 员 方 


程 推出 下 面 的 开 普 


S1 


勒 方程 : 


T=E- esinE 
证 由 行星 绕 太阳 作 椭 圆 运动 的 能 明 方 程 为 
1 CMm GMm 
2 r 2a 
a 为 李 贺 的 兴 长 轴 . 
令 R= GM. 又 因为 w= 让 十 店 扣 ,上 式 化 为 : 


Fm 4 
因为 = 28 
妈 
32 
所 以 这 =27k? 一 h? 一 和 六 © 
又 因为 行星 椭圆 轨道 运动 周 其 
2na’ 
时 
2 
即 a 党 数 C, 族 C a 


又 因为 p=-all-e) 


p= 和 1,p 为 正 焦 允 的 -- 半 
所 以 hh?=R?a(l-e)= Cai(l-e) 全 
由 题 意 可 利 
a—r=aecosE 
即 竺 =aesinF 占 ey 


把 @@@ 代 入 吕 可 得 


ale? Sin- 2 fd 


iE (dEY -oem 


-lrdE=adt 


化 简 可 得 :7 党 
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即 (1-ecosE)dBE= 2d 
两 边 积分 ,由 题 设 | xd = 工 
即 工 - ja ecosE)dE = E -esinE 


1.50 质量 为 m 的 质点 在 有 心 斥 力 场 "他 中 运动 , 式 中 " 为 
质点 到 力 心 O 的 距离 ,c 为 常数 . 当 质 点 离 C) 很 远 时 ,质点 的 速度 
为 we ,而 其 渐 近 线 与 O 的 垂直 虐 离 则 为 p( 即 瞄准 距离 ). 试 求 质 
点 与 O 的 最 近 最 离 a. 

解 ” 质 点 在 有 心力 场 中 运动 ， 
能 量 和 角 动量 均 守 恒 . 无 穷 远 处 势 
能 为 0. 

所 以 二 mo mo2+ Vs) 人 @ 
moa p = Ma 加 题 1.50.1 图 


任意 一 处 Vs =- P(r)dr =-】 党 or = 站 


由 @@ = 2 人 代 人 四 
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2.1 求 均匀 肩 形 薄片 的 质心 ,此 扇形 的 半径 为 a, 所 对 的 加 
心 角 为 29. 并 证 半圆 片 的 质心 离 阅 心 
的 距离 为 全 

解 均匀 扇形 薄片 , 取 对 称 轴 为 
z 轴 ,和 由 对 称 性 可 知 质心 -- 定 在 x 


轴 工 . 
[am 
由 质心 公式 x = 
[a 
设 均匀 肩 虞 薄片 密度 为 p, 任 意 取 一 小 面 元 dS， 
则 dm = pdS™= prdodr 
又 内 为 二 rcosD 
zam Terovar 中 cosbdoj rzdr 
所 以 ”x = = = 全 
本 | eaear 中 oj rdr 
_ 2 sing 
3 


对 于 半 图 片 的 质心 , 即 8… 2 代 人 ,有 


i 

_2, sm0_ 2 2_4 

3%0 3 x 3 
2 


2.2 如 自 半 径 为 a 的 奈 王 ,用 一 与 球 心 相 虐 为 的 平 南 , 切 
出 一 球 彤 帽 , 求 此 球形 帼 的 质心 ， 
54 


解 建立 如 题 2.2,1 图 所 示 的 款 坐 标 系 
把 球 幅 看 成 用 稚 计 于 x 轴 的 所 


团 屋 向 的 下 加 (图 中 阴影 部 分 所 水 ). 
设 均匀 球体 的 密度 为 p. 
则 dm =edo= pory?dx 
=por(o2 一 cs2)dqrs 
由 对 称 性 可 知 ,此 球 帽 的 质心 一 
定 在 > 轴 上 . 
代入 质心 的 计算 公式 , 即 


题 2.2-1 图 


fzam or(az — za)dz 
“lam Tor{a? ~ x7)dz 
; 
3 ro) 
4 (2a + 6b) 


2.3 重 为 W 的 人 , 手 里 拿 着 一 个 重 为 w 的 物体 .此 人 用 与 


地 平 线 成 a 第 的 速度 we 向 前 跳 
去 . 当 他 达到 最 高 点 时 ,将 物体 以 
相对 速度 zx 水 平 向 后 地 出 . 问 直 于 
物体 的 抛 出 , 跳 的 焉 离 增 加 了 
多 少 ? 

解 建立 如 题 2.3.1 图 所 示 


题 2,3,1 图 


的 直角 坐标 ,原来 厂 人 与 记 物 共同 作 一 个 斜 抛 运动 . 
当 到 达 最 高 点 人 把 物 水 平 扔 出 后 ,人 的 速度 政变 , 设 为 岂 ,此 


后 人 妓 以 w 的 速度 作 平 抛 运动 . 


出 此 可 知 ,两 次 运动 过 程 中 ,在 达到 最 高 点 时 丙 次 运动 的 水 平 
距离 是 一 致 的 (因为 两 次 运动 水 平方 向 上 均 以 vx 平 = vocosa 作 义 


速 直线 运动 ,运动 的 时 间 也 相同 ). 


所 以 我 们 只 需 比 较 人 把 物 抛 出 后 水 平 运动 喷 亢 的 变化 即 可 . 
第 - -次 运动 :从 最 高 点 运动 到 落地 ,水 平 距离 yt 
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51= wocosa oD 
vosing = gt ®@ 
和 到 
得 了 1 六 sinecose @ 
第 二 次 运动 :在 最 席 点 人 要 出 物体 时 ,水 平方 向 不 受 外 力 ,水 
平方 向 动量 守恒 ,有 


(W+ew) vocose = Wust w( vw, — #) @ 
出 革 得 v= vocosa + We 
水 平 降 离 ss = vt= sinacose ta vosina (ey 
跳 的 距离 增加 了 As =s23— $1 


= TW ine 

2.4 质量 为 mw 的 质点 , 沿 倾 角 为 98 的 光滑 直角 劈 滑 下 , 臂 
的 本 身 ,质量 为 mx,, 又 可 在 光滑 水 平面 上 自由 滑动 . 试 求 

《a) 质点 水 平方 向 的 加 速度 zi; 

(b) 劈 的 各 速度 za 

(ce) 劈 对 质点 的 反作用 力 Ri 

(4) 水 平面 对 臂 的 反作用 力 R;. 

解 ”建立 如 题 2.4.1 赔 所 示 的 水 平 坐 标 . 


以 mri、mz 为 系统 研究 ,水 平方 向 上 系统 不 受 外 力 , 动 慑 守 
恒 ,有 
mrit+ mz2=0 T 
a 
Ds 
~ migsinf 
v 
题 2.4,1 图 题 2.4.2 图 
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对 mi 分 析 : 因 为 
日 史 二 阳 相 十 如 相对 也 
mi 在 劈 ms 上 下 滑 .以 ma 为 参照 物 , 则 mm 受到 -个 惯性 力 
下 恨 “ 一 Mi7z 方 向 与 m2 如 速度 方向 相反 ) 如 题 2.4.2 陪 所 示 . 
所 以 m1 相对 az 下 清 .由 牛顿 第 二 和 定律 有 
ma = ngsing { miracosd 二 
所 以 mi 水 平方 向 的 绝对 加 速度 出 四 可 知 : 


oa = aiecosg 一 妾 ; 


Us=(gsing+ [acosg)cosg 一 工 > @ 

联 立 中 名 ,得 ;eos 。 ® 
m2+ m1sin' 8 

把 四 代 和 四 ,得 二 -= 903 ® 


m2t misini 0 
负 号 表示 方向 与 x 轴 正 向 相 皮 . 
求 移 对 质点 反作用 力 Ri. 用 隔离 法 . 单独 考查 质点 mm, 的 受 
力 情 况 ， 
因为 质点 垂直 和 斜 辟 运动 的 加 速度 为 0, 所 以 
Ri- migeosd + (— msing) =0 @ 
把 全 代 入 辆 得 
m1 2c0sO 
1 mt msin0s @ 
水平面 对 劈 的 反作用 力 Raz. 仍 用 隔离 法 . 因为 壁 在 垂直 水 
方向 上 无 加 速度 ,所 以 
R; mg— Ricosg=0 ® 


忆 aa L m2) 
于 中 Ra 7772 十 misin Os ® 
2.5 半径 为 a, 质量 为 M 的 薄 圆 片 , 绕 垂直 于 阅 片 并 通过 加 
心 的 竖 自 轴 以 匀 角 速 转动 , 求 绕 此 轴 的 动情 撼 . 

解 ” 因 为 质点 组 对 某 一 固定 点 的 动量 佐 
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了 = mx mv 


所 以 对 于 连续 物体 对 某 一 “定点 或 定 畏 ， 我 们 就 应 把 上 式 中 的 


取 和 塞 为 积分 . 
如 题 2.5,1 图 所 东 薄 珊 盘 , 任 取 一 微 质 
景 元 ， ss 
dm= prdgdr 96 
_M 
2 ra: 
所 以 圆 盘 绕 此 轴 的 动量 矩 J 题 2.5.1 图 
J= rx Gamr) = erarde，wr 
ef 
"| se) dr 
ly? 
TF Marw 


2.6 一 炮弹 的 质量 为 Mi + M:? ,射出 时 的 水 平 及 竖 直 分 速 
度 分 别 为 U 及 V. 当 炮弹 达到 最 高 点 时 ,其 内 部 的 炸药 产生 能 量 
,使 此 炸弹 分 为 Mi 及 M; 两 部 分 . 存 开 始 时 ,两 者 仍 沿 原 方向 
飞行 , 试 求 它们 落地 时 相隔 的 距离 ,不 计 空 气 阻力 . 

解 炮弹 达到 最 嵩 点 时 爆炸 ,由 古 自 己 知 条 件 爆 炸 后 ,两 者 仍 
沿 原 方向 飞行 知 , 分 成 的 两 部 分 M1、M, ,速度 分 别 变 为 沿 水 平方 
向 的 v1、va, 并 以 此 速度 分 别 作 平 抛 运动 . 由 前 面 知 识 可 知 ,同一 
高 处 平 抛 运动 的 物体 落地 时 的 水 平 距离 之 差 主要 由 初速 度 之 差 决 
定 .进而 转化 为 求 wza* 

炮弹 在 最 高 点 爆炸 时 水 平方 向 无 外 力 ,所 以 水 平方 向 塌 量 
守恒 : 


(MT+RDJU=MIVITAMD Ta 0 
以 CM + M3) 质点 组 作为 研究 对 象 ,爆炸 过 程 中 能 量 守恒 : 
去 (M+ MD)U2= 二 MIVi+ 二 MaV8- 开 @ 


S8 


联 立 中 加 解 之 ,得 
3EM; 
Uy CM + Ma MT: 
_ .2 
2 CM MM; 


所 以 落地 时 水 平 距 离 之 差 As 
as = sl int | ml 
Vv TT 
-WEE 直 |) 

2.7 质量 为 M, 半 径 为 的 光滑 半球 ,其 底面 放 在 光滑 的 水 
平面 上 .有 一 质 最 为 m 的 质点 沿 此 半球 面 滑 下 . 设 质 点 的 初 位 置 
与 球 心 的 联 线 和 竖 直 向 上 的 直线 问 所 成 之 角 为 ,并 且 起 始 时 此 
系统 是 静止 的 , 求 此 质点 滑 到 它 与 球 心 的 联 线 和 竖 直 向 上 直线 间 
所 成 之 角 为 6 时 6 之 值 ， 

解 ” 建 立 如 题 2.7.1 图 所 示 的 直角 坐标 系 . 


题 2.7.1 


当 mm 沿 半 贺 球 M 下 滑 时 , M 将 以 V 向 所 示 王 方向 的 反 向 


以 Mm 组 成 系统 为 研究 对 象 ,系统 水 平方 向 不 受 外 力 , 动 
量 守重 ， 
邯 MY = mw, 外 


59 


以 相对 于 对 地 疯 连 的 坐标 系 Oxy 的 绝对 速度 
Vg Vt Va 


Va 为 m 相对 M 运动 速度 。 w~a6 


- 故 水 平方 向 v= ucosd— W © 
坚 直 方向 v= usin 外 


在 嫩 下 滑 过 程 中 ,只 有 保守 力 (重力 ) 做 功 , 系 统 机 械 能 守恒 : 
(以 地 而 为 重力 零 势 能 而 ) 


gacosa = maeosg+ 二 mo 堆肥 国 
本 © 
把 加 @ 代 人 人 @ v=W + V2. 2uVeosb 名 
局 
一 22&cos8 3 
OO Vo Mm ® 
把 加 图 四 代入 四 


6- 奋 , esa-eos6 


”1 
2.8 一 光滑 球 4 与 芳 一 毅 目 的 光滑 球 互 发 牛 斜 磁 . 如 两 者 
均 为 完全 弹性 体 .上 且 两 球 的 质量 相等 , 则 两 球 碰撞 后 的 速度 纪 相 二 
直 , 试 证 明之 ， 
证 以 AB 连 线 为 轴 建 立 如 题 2.8.1 图 所 示 坐 标 . 


4h 
和 mW 加 BR 

0 4 8 地 » 
题 2.8.1 图 题 2.8.2 图 


设 A 初始 速度 与 x 轴 正 向 夹 角 bo 磁 撞 后 , 设 A 上 运动 如 题 
2.8.2 图 所 示 .A、B 速度 分 别 为 raa, 与 工 轴 正 向 支 角 分 别 为 
0 02 
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以 4、 日 为 研究 对 象 . 系统 不 受 外 力 ,动量 守恒 、 


< 方向: myo = pvicosO + mwacosOy 外 
垂直 z 六 向 有 :0- mvisin8) 、 mvsin82 © 
中 2+ 加: 得 v= vit ot vcost + 6,) 全 
整个 碰撞 过 程 只 有 系统 内 力 做 功 , 系 统 机 械 能 守恒 : 
二 = 二 ooi+ 二 mo @ 
由 多 中 得 2v1v2cost H+ )=0 


+0 = krt 人 (R=0,1,2,..) 


即 两 球 碰撞 后 速度 相互 垂直 ,结论 得 证 . 

2.9 一 光滑 小 球 与 另 一 相同 的 静止 小 球 相 奶 撞 .在 碰 擅 前 ， 
第 一 小 球 运 动 的 方向 与 碰 接 时 两 壤 的 联 心 线 成 a 角 . 求 碰 描 后 第 
一 小 球 偏 过 的 角度 8 以 及 在 各 种 a 值 下 8 角 的 最 大 值 . 设 恢复 系 
数 e 为 已 知 . 

解 ” 类 似 的 碰撞 类 型 问题 ,我 们 - . 般 要 抓 住 动量 守恒 定 埋 和 
机 械 能 守恒 定理 的 运用 ,以 此 来 分 析 条 件 求 出 未 知 量 . 

设 相同 小 球 为 AB ,初始 时 A 小 球速 度 wo, 碰撞 后 球 A 速度 
v1, 球 是 速度 v .以 碰撞 后 B 球速 度 所 在 方向 为 < 轴 由 向 建立 如 
题 2.9.1 图 所 本 的 坐标 (这 样 做 的 好 处 是 可 以 减少 未 知 量 的 分 解 ， 
简化 表达 式 ), 以 A .B 为 系统 研究 , 磁 挤 过 程 中 无 外 力 做 功 ,系统 
动 划 守 覃 . 


he 


01 


之 市 癌 上 有: 六 pocosa = meicos(a + PB)+ nrvs 
3 方 铝 上 有 : pivosine = misin(a + 8) 

> _ 碰 后 相对 速度 
又 因为 恢复 系数 “二 蕉 前 相 邓 适度 


cos(e+ 有 ) 


vocosg 
即 evocosa = ma- vicosta + 月 


_ (1 e) vocore 


用 D ® "1 te 


、 (1 一 e)wocose . 

把 0 代 人 加。 cosina 3 in a + 8) 

,oo 《1+ejrana 

nh TT e+ 2tania 
图 i (1+e)tang. 

B= ancen| 1 sf as | 


求 在 各 种 a 值 下 8 角 的 最 大 值 , 即 为 求 极 值 的 问题 . 


我 们 有 -0 
a 
1 (it+e)jsecza(1-e 一 2tanza) _ 
得 (1 -et2tana): 0 
即 1-e 一 2tanza=0 
所 以 tana=Aj 与 < 
Boax = arctan l+e 一 
V8 -ey 
l+e 
p po 
叉 因为 ese Brox = § + Cot Boss 
1+80-e) 
一 1 re 
,1 1 
故 sin 有 gsx 一 cscHyoax fr i ey) 
| {1+te) 
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=1+te 


3-e 
所 以 Bue= sin ‘(3 
2.10 质量 为 m> 的 光 清 奈 用 一 不 可 伸 长 的 绳 系 于 出 定点 
人 4 . 另 一 质 虽 为 m1 的 球 以 与 强 成 8 角 的 速度 zi 与 mm 正 磁 . 试 求 
ma1 及 m; 碰 后 开始 运动 的 速度 v1 及 vz. 设 恢复 系数 。 为 已 知 . 
解 以 mism2 为 研究 对 
象 . 当 ma ,ma 发生 正 磁 后 , 速 
庶 分 别 变 为 vi , vi, 随即 xx; 
在 不 可 伸 长 的 强 AB 约束 下 
作 闸 周 运 动 .以 AB 的 连 线 为 
zz 轴 建 立 如 题 2.10.1 图 所 示 . 


碰撞 过 程 中 无 外 为 做功 ， 是 2.10.1 图 
动量 守恒 : 
PP 二 全 
随即 mm 在 AB 的 约束 下 方向 变 为 沿 y 轴 的 企 向 ,速度 变 为 好 
故 y 方 向 有 : mlolsing 一 ?tojsing+ mao3 ® 
由 恢复 系数 定义 有 : 
= 叙 后 相对 过 度 


“如 遇 相 志 速度 
wising = wi 
即 evI= vising — vi 名 
2 四 
联 立 OO 得 0 
m1(l+ e)sing 
m2 misinid 
2.11 在 光滑 的 水 平 桌 而 上 ,有 质量 各 为 mn 的 两 个 质点 ,用 
一 不 可 伸 长 的 纺 紧 直 相 这 , 强 长 为 4. 设 其 中 一 质点 受到 -个 为 强 
63 


v2= 


正 交 的 冲 层 工 的 作用 ,求证 此 后 两 质点 将 各 作 圆 深 线 运动 , 且 其 
能 量 之 比 为 cof [了 5 ) 1, 式 中 为 冲力 作用 的 时 间 

解 。 如 图 所 示 ,有 商 质 点 A 五 中 间 有 一 - 强 紧 让 相连 ,坐标 分 
别 为 :A{0 ,全 ],B[9，- 全] ,质量 部 为 m ,开始 时 竟 止 ,现在 有 
冲 虽 了 工作 用 于 全 , 则 工作 用 后 ,A 得 到 速度 v= 二 ,B 仍 静 止 不 
动 :yp=0. 它 们 的 质心 C 位 于 原点 ,质心 速度 为 


_ Myat pvp_ Va 
2 2 


题 2.11.1 同 题 2.11,2 六 


现在 把 坐标 系 建 在 质心 C 上 ,因为 系统 不 再 受 外 力作 用 ,所 
以 质心 将 以 速 素 学 * 沿 x 铀 正 向 勾 速 运动 . 

根据 速度 合 成 法 则 |， 在 质心 系 Or 中, 初 娩 时 A、B 分 别 以 
速率 学 沿 ， 轴 正 向 , 反 向 运动 .由 于 质 心 系 二 惯性 系 , 由 在 外 用 ， 
所 以 A .月 将 以 速率 学 绕 质 心 作 匀速 喇 半 运动 ,因而 它们 作 的 是 
贺 滚 线 运动 ， 
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经 过 时 间 ?十 ,如 图 所 示 : 


于 是 在 Ov 系 中 


[oa = (1 + e088) 


2 
4 的 速度 :4 


| zay= 一 学 sing 
1 
oa 学 (1 ecsb) 
了 3 的 速度 : 
ea. 
vey = sing 
因此 


2 2 
(1+cosg) | + [sing 
sp ( "| 名 m9) _1 
[Geose) | + -学 

-ee :1 

2.12 质量 为 mt 的 球 以 速度 vi 与 质量 为 my 的 静 虐 球 止 
厂 . 求 研 撞 后 两 坏 相 对 于 质心 的 速度 Vi 和 Y3? 又 起 始 时 ,两 球 
加 对 于 质心 的 动能 是 多 少 ? 恢复 系数 。 为 已 知 . 

解 ”对 于 质心 系 的 问题 ,我 们 - 般 要 求 出 相对 癌 定 参考 点 的 
物理 晤 ,再 找 出 质心 的 位 置 和 质心 运动 情况 ,由 此 去 计算 物体 由 对 
或 绝对 物 埋 晶 及 其 间 的 关系 . 

由 题 可 知 , 磁 前 m1 速度 v1 ,ms 速度 w=0. 

磁 后 速 ms 分 别 设 为 wi ,wv 、 

碰撞 寺 程 无 外 力 做 功 ,动量 守恒 . 

DHE PU + W203 TD 
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得 恢复 系数 。 |2 二 2 @ 


1 ol 
ap (TN 了 了 1 em2 
联 立 四 四 V1 TV 
T+ my 
_mi(l+e) 
2 mit ny 


再 由 质点 组 质心 的 定义 : 


r+ 24272 
r= 各 22 
m1 + rn 


7 为 质心 对 国定 点 位 矢 ,1 ,rz 分 别 为 mi, m2 对 同 -一 固定 点 的 位 矢 


mrt nr ut m2 RV + W202 


31 + p12 Dil 十 m2 Pitt m2 


1 
(质点 组 个 受 外 力 ,所 以 质心 速度 不 变 . ) 
设 两 球 伴 撞 后 相对 质心 的 速度 Vi ,V2 . 


Vi mi ~ emz m1 
= 说 一 = 
! 1 Html! zi 二 1 
em2 四 
了 ( 负 号 表示 与 w 反 向 》 
mit m2 
Vy ， ntl+e) ml 
9a =v i 
2 2 mitn ! mtm2l! 
em1 


= 一 一" 
mit+ ma! 


同 理 ,碰撞 前 两 球 相对 质心 的 速度 


vy m1 m2 

ul = 国 

1 LY 的 mt m2'"! mitmz 

= v2 = 而 -WV?4( 负 号 表示 方向 与 vw 相 反 ) 
1 2 


所 以 开始 时 两 球 相对 质心 的 动能 : 
66 


T= Bm vet Tm v3 

_1l m2 ) + ( m1 ) 
2 Tim + ma! 2 m+ ma"! 
Lmimz 2 


- v 
2 mit+m2 1 


2.13 长 为 1 的 均 旬 细 链 条 伸 直 地 平 放 在 水 平 光滑 桌面 土 ， 
其 方向 与 桌 边 缘 垂直 ,此 时 链条 的 一 半 从 桌 上 下 垂 .起 始 时 ,整个 
链条 是 静止 的 ,试用 两 种 不 同 的 方法 , 求 此 链条 的 末端 滑 到 桌子 的 
边缘 时 ,链条 的 速度 v. 

解 一 用 动能 定理 . 


= 和 Dan De an 


识 桌 边 为 原点 , 竖 直 向 下 为 正 向 建立 如 题 2.13.1 图 所 示 坐 
标 . 设 链条 长 1 ,质量 x .初始 时 链条 速度 vo 


0 
=0, 林 端 滑 到 桌 边 时 整个 链条 速度 为 v. 
。 
1 1 3/1 
二 mw (yay ， 
2 
即 二 m 相 = 二 mg' 立 + 只 六 (了) 题 2.13.1 图 
-38t 
v= 3 


解 二 ”用 机 械 能 守重 方法 . 
在 链条 下 滑 过 程 中 ,只 有 保守 力 重 力 做 功 ,所 以 链条 的 机 械 能 
守恒 . 


以 课 面 所 在 平 面 为 重力 零 势能 面 . 
防 1 1 ， 
- 归 ) 寺 = 
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2.14 -条 科 软 .无 弹性 .质量 均匀 的 绳索 , 竖 直 地 自 高 处 下 
坠 至 地 板 上 .如 强 索 的 长 度 等 于 7 每 单位 长 度 的 质量 等 于 o. 求 党 
绳索 剩 在 空中 的 长 度 等 于 x(x <<1) 时 ,绳索 的 速度 及 它 对 地 板 的 
太 力 . 设 开 始 时 , 强 案 的 速度 为 零 , 它 的 三 
下 端 离 地 板 的 高 度 为 及. 

解 ” 此 类 题 为 变质 量 问 题 ,我 们 一 
般 研 究 运动 过 程 中 质量 的 变化 与 力 的 

x 
Fo= 业 Cno) 

以 坚 直 向 上 为 x 轴 正 向 建立 如 
题 2.14.1 图 所 示 坐 标 . 

线索 离 地 面 还 剩 长 时 受 重 力 Fl = -arg 


o 
题 2.14.1 图 


则 oxg = 二 (oo) 


所 以 w=2g(h+i- 7r) 

求 地 板 的 压力 ,由 牛顿 第 一 定律 知 , 只 需求 出 地 板 对 绳索 的 支持 力 
NN 即 可 ,它们 是 一 对 作用 力 与 反作用 力 . 这 时 我 们 以 快要 落地 的 
一 小 微 元 作为 研究 对 象 . 它 的 速度 由 v 变 为 0. 用 动量 定理 ， 


有 Nl) = 虹 和 2) 
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又 因为 w=2g{h+i- zx) 
N=olf—-7z)gto2g(h+il- r) 
=og[2h+3(1- x}] 
2.15 机 枪 质量 为 M , 放 在 水 平地 面 上 , 装 有 质量 为 M 的 子 
弹 , 机 枪 在 单位 时 间 内 射出 子弹 的 质量 为 m ,其 相对 于 地 面 的 速 
度 则 为 4. 如 机 枪 与 地 面 的 摩擦 系数 为 y , 试 证 当 M 全 部 射出 后 ， 
机 枪 后 退 的 速度 为 
M” (M+M')*— 
M™ 27M 8 
解 这 是 一 道 变质 量 的 问题 ,对 于 此 类 问题 ,我 们 由 书 上 
P.137 的 (2.7.2) 式 


是 (no) -至 w=F OD 
来 分 析 . 


以 机 检 后 退 方向 作为 > 轴 正 向 ,建立 如题 2.15.1 图 的 坐标 . 


(M+M'— mg 


题 2.15.f 图 


坚 上 方向 上 支持 力 与 重力 是 一 对 平衡 万 . 
水 平方 向 上 所 受 合 外 力 下 即 为 摩擦 力 


F=f=-pN= -pM+M -mi)g 四 
单位 时 间 质 量 的 变化 雪人 =m @@ 
由 中 @ 式 di dM+M ~ mo] -Eu= -ng(M+M -mi) 


如 


ax rm mo- ax = xe], (M+M -mdt 
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MY MLIM'Y 
(M+m mj Mu pe (M+ MY + pam (0 ) 


M M+M)Y- M? 


所 以 "MY 2Mm 二 
2.16 古 沉 下 落 时 ,其 质量 的 增加 率 与 南 滴 的 表面 积 成 让 比 
例 , 求 雨滴 速度 与 时 间 的 关系 . 


解 ”这 是 一 个 质量 增加 的 问题 . 雨 满 旦 本 体 mm .导致 雨滴 mm 
变化 的 微 元 Am 的 速度 = 10. 
所 以 我 们 用 书 上 p. 138 的 (2.7.4) 式 分 析 


是 (mo)= 开 © 


雨滴 的 质量 变化 是 一 类 比较 特殊 的 变质 量 问题 . 

(a) 我 们 知道 处 理 这 类 问题 常常 理想 化 模型 的 几何 形状 . 对 
于 雨滴 我 们 常 看 成 球形 , 设 其 半径 为 >, 则 两 滴 质 昌 m 是 与 半径 + 
的 三 次 方 成 正比 (密度 看 成 一 致 不 变 的 ). 


m=kir? © 
(b) 由 题 日 可 知 质 量 增 加 率 与 表面 积 成 正比 . 
即 rh 二 
,2 为 常数 ， 
我 们 对 @@ 式 两 边 求 导 
由 于 名 = 四 ,所 以 
dr ke 8 
到 了 令 
对 辐 式 两 边 积 分 
far = J 
r=At+a ® 
代 人 四 
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m=ki(Att aa)? 多 
tc) 以 雨滴 下 峰 方 向 为 下 向 ,对 号 式 分 析 


时 [Ge ra) wl = kat ag 


3 


- , 
an Gr ol = ja + ajgdt 


ki(At ta) = lag Fartay ks (ks 为 常数 ) 


汝 上 =0 时 = 由 所 以 
Riga 
如 = 一线 
Aa 
"lM te 5 


2.417 设 用 时 种 液体 燃料 发 动 的 火 入, 转 * 入 度 为 ?04 人 
单位 时 间 内 所 消耗 的 燃料 为 原始 火箭 总 质量 的 0- 如 重力 加 速度 g 
的 值 吕 以 计 为 是 党 教 , 则 利用 此 种 炎 入 发 射 人 党 大 阳 行 显 时 ,所 挤 
带 的 燃料 的 重量 至 少 是 空 火 箭 重 量 的 300 信 , 试 让 明之 、 

证 这 是 和 蛮 质 量 问题 中 的 减 质量 问题 ,我 们 急用 书 上 p. 137 
(2.7.2) 式 

是 co)- uu=F 企 

来 分 析 . 


设 空 火箭 质 是 mo, 燃料 质 民 mr .以 向 上 为 正方 向 , 则 火箭 任 
一 时 刻 质量 


motm’ 


m=mot+m’ — 0 ! @ 
喷气 速度 2074 m/s 是 指 相 对 火箭 的 速度 , 即 相 =2074 m/s. 
dm dv _dm -下 
外 中式 + 
下 = 各 (e+m 吾 
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一 
即 
- (mot mr 于 sje= 一 2 U 相 十 
. motm’ Ydv 
{mor mr- 2 
化 简 
mot dt 
60 
dvu= -gdt+ om 
mntm’— 一 
对 两 边 积分 
= 人 (页 ® 
此 即 火 篇 速度 与 时 间 的 关系 . 
当 火 稍 燃 料 全 部 燃 尽 所 用 时 间 + ,由 题 可 知 
m60m’ @ 
mat ma mo+ oan” 
60 
代入 国 可 得 火箭 最 终 的 速度 vwaxl 即 速 度 的 最 大 值 ). 
-0 mm, 
oo 
考虑 到 


dvmas _ vHH(l tx) -60g8 


dr (1+ 7 


其 中 上 = 区 ， 易 知 当 x 之 0 时 me 恒 成 部 ， 即 vm 为 如 -的 增 
函数 
又 当 对 =-300 时 ， 
mo 
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二 11.25 km/s 
而 要 用 此 火箭 发 射 人 造 太阳 行星 需要 的 速度 至 少 应 为 第 一 宇宙 速 
度 =11.2kmys 

故 所 提 带 燃料 重量 全 少 是 空 火箭 重量 的 300 依 . 

2.18 原始 总 质量 为 Mo 的 火箭 ,发 射 时 单位 时 间 内 消耗 的 
燃料 与 Mo 正比 , 即 aMo (a 为 比例 常数 ) ,并 以 相对 速度 v 喷射 . 
己 知 火箭 本 身 的 质量 为 M ,求证 只 有 当 av>g 时 .火箭 才能 二 
逢 ;并 证 能 达到 的 最 大 速度 为 


M Mo 
能 达到 的 最 大 高 度 为 
到 人 Mo ju M_I Mo 
素 ( 短 ) (1 莉 - 识 ] 


证 ”要 使 火箭 上 升 ,必须 有 发 动机 推力 > 火箭 的 重量 , 即 
on > Mog 


vi = vaMo 
故 aMov> Mog 
盎 av>g 时 火箭 才能 上 天 ,结论 得 证 . 
由 于 旱 射 速度 vw 相 = 是 常数 ,单位 时 间 放 出 的 质量 


4 = aM。 ”质量 变化 是 线性 规律 


/=1- = 中 
火箭 飞行 速度 vk™ vin(l ~ at)— gt 四 
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又 因为 燃料 燃烧 时 间 t= @] 
代入 @ 得 火 简 最 大 速度 vi 


vln Tg 


Unax Mm 8 au 


又 因为 @ 亦 可 写成 伯 = wx = vin(1~ at) -gt 


积分 可 得 s= 卫 [C1 oIn(1- e+ or] -二 8 @ 
从 开始 到 燃料 左 尽 这 一 段 时 间 内 火箭 上 升 高 度 51. 把 加 代入 
@ 得 


1 1Mo MP viIM MM-M 
3 ye( an 让 者 Ms! Ms ) 
之 后 火箭 作 初 速度 为 vss 的 竖 直 上 抛 运动 . 


可 达 高 度 Sz 
s- 安 -区 区): 考 : 吉 人 前 
故 火 第 能 达到 的 最 大 高 度 
Sux SS 
-车况 


2.19 试 以 行 图 绕 太 阳 的 运动 为 例 ,验证 维 里 定理 .计算 时 呆 
利用 1.9 中 所 有 的 关系 和 公式 , 即 认为 太阳 是 固定 不 动 的 . 

证 很 设 该 行星 作 椭圆 运动 ,质量 为 m ,周期 为 +. 某 一 时 刻 
位 置 为 r ,速度 为 v. 则 


T= 二 | 去 wear = 二 去 mw :vat = 二 去 ww dr 
rrJn 2 Tn rin2 


2 


= 二 [二 oj ac 六- 去 > qv] 
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了 四 

mf _6Mr 
7 于 | | 2 a 
_ mf _ GM 
= 2 出 
-11[ GMm 

2 rJo r 
__ 1 GMm 
2 
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第 三 章 刚体 力学 


3.1 半径 为 > 的 光滑 半球 形 碗 ,图 定 在 水 平 商 二 .一 上 岂 质 棒 
和 斜 车 在 碗 毕 ,一端 在 碗 内 ,一端 则 在 碗 外 ,在 碗 内 的 长 度 为 。, 试 证 
傣 的 全 长 为 1 

4(c2 一 2r2) 

解 如 题 3.1.1 同 . 均 质 棒 受 到 碗 的 
弹力 分 别 为 Ni ,Na , 棒 自 身 重 力 为 G. 棒 
与 水 平方 向 的 夹 贡 为 0. 设 桂 的 长 度 
为 4 

出 于 棒 钼 于 平衡 状态 ,所 以 棒 沿 x 
轴 和 yy 轴 的 合 外 力 为 零 . 沿 过 A 点 且 与 = 轴 平 行 的 轴 的 全 力矩 为 
0. 即 : 


题 3.1.1 图 


DIF, = Nicos20 - Nasing = 0 [ey 
DSF, = Nisin2g+ Nscosd ~- (2 = 0 四 
> M， = Nic — G Scosl =0 @ 
出 中 @@ 式 得 : 
1 2c (C20080 一 了 人 @ 
cos'O 
又 由 于 2reos8 ~=c, 即 cosg= 辽 © 
将 回 代入 团 得 : 
4(c 一 2r2) 


1= 
c 


76 


3.2 长 为 2 的 均 质 棱 ,一端 抵 在 光 计 寺 上 ,而 律 身 则 如 图 示 
斜 靠 在 与 墙 相距 为 dd 所 icos8) 
的 光滑 棱角 上 . 求 棒 在 平衡 时 与 水 
平面 所 成 的 凶 9 . 

解 如 题 3.2.1 图 所 示 , 均 质 
棱 分 别 受 到 光滑 墙 的 弹力 Nj, 光 
滑 楼 角 的 弹力 Na ,及 重力 G. 由 于 
棒 处 于 平衡 状态 ,所 以 沿 y 方向 的 
合力 及 沿 = 方向 的 合力 矩 为 零 . 

即 DIF,= Nacos0 ~- G=0 0 


题 3.2.1 图 
,qd .24 
DM = Nis- CZs =0 四 
由 全 加 式 得 ， eos0 -人 
_ A 
所 以 0= arccos (4 ) 


3.3 ”两 根 均 质 梯 ADB .BC 在 8B 处 刚性 联结 在 一 起 , 量 
二 ABC 形成 一 直角 .如 将 此 棒 的 A 点 用 绳 系 于 固定 点 上 , 则 当 平 
衡 时 ,AB 和 竖 直 直线 所 成 的 角 6 满足 下 列 关系 
而 2 
tan 加 一 -42 
式 中 < 及 4b 为 棒 AB 和 BC 的 长 度 , 试 证 明 
之 - 
解 ” 如 题 3.3.1 图 所 示 . AB 棒 受 到 重 
力 61= pagi. BC 棒 受 到 的 重力 G,= pbyi. 
设 均 磊 棒 的 线 密度 为 p. 
由 题 意 可 知 ,整个 均 质 棒 沿 = 办 方向 
的 合力 矩 为 零 . 
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>)M. = G1: ODsing - Go(BF ~ BH) 


— pga $sing - peb (3 cos0 - asing)= 0 


pb2 


tang = aa 


3.4 人 吉 于 定点 O 的 两 根 绳子 


上 ,此 病 球 同时 又 支持 一 个 等 重 的 均 
质 球 ， 家 风头 
解 如题 3.4.1 图 . Ox 轴 竖 下 
向 下 ,相间 的 球 A4、B、C 三 切 ,B、C 
切 于 万 点 . 设 球 的 重力 大 小 为 G, 半 
径 为 +. 则 对 A、B、C 三 个 球 构 成 的 
系统 米 说 ,在 < 轴 方 向 的 合力 应 为 


>JP, =3G-27cosc =0 © 
对 于 C 球 . 它 相对 于 过 也 点 与 > 轴 
平行 的 轴 的 合力 矩 等 于 零 . 即 ; 题 3.4.1 图 


DMp = Trsin(B- u)- Grsing = 0 

由 中 加 式 得 : tan 3tana 
3.5 ”一 均 质 的 梯子 ,一 端 置 于 摩擦 » 
系数 为 了 -的 地 板 上 , 另 一 - 端 则 斜 靠 在 摩 控 


系数 为 证 的 高 增 上 ,一 人 的 体重 为 梯子 的 4 
三 倍 , 息 到 梯 的 顶端 时 , 梯 尚 未 开始 滑 
动 , 则 梯 与 地 面 的 椭 角 ,最 小 当 为 若 -? 
解 如题 3.5.1 图 .梯子 受到 地 面 
和 瑞 的 弹力 分 别 为 N,N;, 受 地 尚 和 墙 
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® 


的 摩擦 旋 分 别 为 方 , 疡 .梯子 和 人 的 重 万 分 别 为 G1、G3 且 Gs= 
3G1. 设 梯 长 为 ,与 地 而 夹 和 角 为 9. 由 于 梯子 处 于 平衡 ,所 以 


DF -Ns-fi-0 D 
DR p+Ni-G-G 0 @ 

且 梯 子 沿 过 A 点 平行 于 z 铀 的 轴 的 合力 完 为 零 . 即 : 
TDM, = Gyleos0 + G) sse - 户 reosg - Ntsing = 0 图 


义 因 为 梯子 是 一 个 刚体 . 当 一 端 滑动 时 , 另 一 端 也 滑动 ,所 以 
当 梯 与 地 面 的 倾 角 达 到 最 小 时 ， 


万 二 了 AN 名 


= 


工 
2 
了 Na ® 


HOOOOD 和 :tan0= 自 | 
lm 


所 以 9=tn !( 雪 】 
3.6 把 分 子 看 作 相互 间距 离 不 变 。 x 


的 质点 组 , 试 决定 以 下 此 种 情况 下 分 子 
的 中 心 主 转动 惯量 : 题 3.6.1 图 
(a) 二 原子 分 子 .它们 的 质量 是 x1, m2, 距离 是 1. 

(b) 形状 为 等 腰 三 角形 的 三 原子 分 子 ,三 角形 的 高 是 瞩 , 底 边 
的 长 度 为 a. 底 边 下 两 个 原 了 的 质量 为 
41, 顶 点 上 的 为 zm; 

解 (a) 取 二 原子 的 连 线 为 轴 ， 
而 y 轴 与 > 轴 通 过 质心 .0 为 质心 , 则 
Oz ,Oy, Oz 轴 即 为 中 心 惯量 主轴 . 设 思 
m4.2 的 坐标 为 (73 ,0,0), (41,0,0)， 
因为 0 为 质心 (如 题 3.6.2 图 ). 


) 


题 3.6.2 图 
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故 7 + 下 全 


且 ta-ti={ @ 
和 ma 
出 中 加 待 ， = Mm A 


所 以 中 心 惯量 主轴 := Dm,(y?+ zi)=0 
ho Smt) 


mm 
= = 2 + Yi) = 一 一 
ma to) mt ma 


(b) 如 是 3.6.3 图 所 永 ,该 原子 由 A、B、D 三 个 原子 构成 .C 为 
三 原子 分 子 的 质心 . 由 对 称 性 可 知 ， 
图 中 Cr ,Cy.Ce 绽 即 为 中 心 避 量 主 
轴 . 设 A.B.D 三 原子 的 坐标 分 别 为 
03a00) (一生 0)( 生 加 
为 C 为 分 子 的 质心 ， 


所 以 
AYA + MVE + DYD 
Yat mgt mp 
TIA YB mv 一 
国 mtmlt my 0 © 
又 由 于 HB = Yn © 
3yA 一 3B 二 大 ® 
27 1 上 的 
DEO: yo Dam 2 
故 该 分 子 的 中 心 主 转 动 惯 量 
2 1 3 
NT 2 十 2 一 一 一 1 一 2? 有 2 i = 
T= Dm + 0) Zn1 + mae © ,B,D) 


2 
BDm+te) = GA,B,D) 
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2 me 
2 + 2 


i Dm(ri+y)= 
3.7 ”如 椭 球 方程 为 


试 求 此 枉 款 绕 其 二 个 中 心 主轴 转动 时 的 中 心 主 转动 惯 虽 . 设 此 
椭 球 的 质量 为 m ,并 且 密 度 p 是 
常数 . 

解 如 里 3.7.1 向 所 示 . 沿 y 
轴 平 行 于 Oxz 平 切 椭 奈 得 切面 为 
-椭圆 , 则 该 椭圆 方程 为 : 


上 积分 
2 ?2 “2 了 2 
IE dm = | So pdy = > rac 人 - 各 joay 

= 让 woubie 

同 理 可 求 : | = Sapa be, {#2dm = 入 wpabe 

故 中 心 主 转动 惯量 : 
Di = fo + <2)dm = roabe tb? + 0?) 
= fe + zi)dm = 言 wpatbe(a? + 2) 


1 = J + ydm = rpabe(a? + 67) 
又 由 于 椭 球 体积 
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m3m 
故 PV drabe 


将 Pp 代入 卫 , 卫 ,了 3 得 : 


= tm(h+e) 
I = -em(a!+e?) 


1 = b?) 


3.8 半径 为 R 的 非 均 质 钢 球 ,在 距 中 心 r 处 的 密度 可 以 用 
下 式 表示 : 


一 of- 
式 中 pn 及 a 部 是 常数 . 试 求 此 圆 球 绕 直 径 转 动 时 的 回转 半径， 
解 设 dm 表示 距 球 心 为 7 的 一 薄 球 壳 的 质量 , 则 


2 
dm = rrpdr = soor: (1—e 皇 )ar 


所 以 该 球 对 球 心 的 转动 惯量 
R 及 了 2 
了 = 下 ridm = eof (1 一 a 各 ar 
=mpoR’ 三 D 
在 对 称 球 中 , 绕 直 径 转 动 时 的 转动 惯量 
T= 和 1 @ 


R R 2 rr 

义 球 的 质量 m= dm = ro) (1 -A )ar 
5 

一 3 过 

= wooR is 


又 绕 各 色 的 回转 半径 =A/ 工 
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出 才思 四 全 得: 
3.9 ”立方 体 绕 4 


斌 计 明 之 , 式 中 a 为 对 角 线 的 长 度 . 

解 ” 如 题 3.9.1 图 所 示 Ozyz 坐标 
系 .为 正方 体 中 心 . Ox .Oy 、Oz 分 别 与 
正方 体 的 边 于 行 . 由 对 称 性 可 知 , Ox、 
Oy .Oz 轴 就 是 正方 体 的 中 心 惯量 主轴 . 
设 正方 体 的 边 长 为 a. 

设 adydz 为 平行 于 x 轴 的 -一 小 方 条 
的 体积 , 则 正方 体 绕 x 轴 的 转动 惯量 


= 
ms 


根据 对 称 性 得 : 工 , = 1 = I 一 -64 
易 求 正方 体 的 对 角 线 与 Ox .Oy .Ox 轴 的 夹 角 都 为 9. 是 


m 2 


ma + dydz = 全 as 
2 2 


cp- 广 
帮 正 方 体 绕 对 角 线 的 转动 惯量 

T= 了 ieos28+ Jucos2g 二 Tcos20= 人 中 
又 由 于 d=y3a @ 
绕 对 角 线 的 回转 半径 ky @ 

nn 

出 人 D@@ 得 : RE- 和 纪 - 
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3.10 一 均 质 圆 盘 , 半 径 为 。, 放 在 机 糙 水 平 桌 乒 . 绕 通 过 其 
83 


中 心 的 紧 卢 轴 转 动 ,开始 时 的 第 速度 为 wo. 已 知 圆 枚 与 桌面 的 麻 
擦 系数 为 wz. 阿 经 过 多 少时 问 后 热 将 
静 直 ? 

解 ” 如 题 3.10.1 图 .: 轴 过 人 〇 点 
垂直 纸 面向 外 . 均 质 圆 盘 的 密度 为 p. 
设 盘 河 顺 时 针 转 动 , 则 沿 < 的 方向 有 


题 3.10.1 图 
妈 Ta. — M, 0 
了 为 转盘 绕 = 轴 的 转动 惯量 : 1= 二 ma?(m 为 盘 的 质量 )， 
(w 为 盘 转 动 的 角 频 率 , 负 号 因为 规定 顺 时 儿 转 动 ) 
zee 2 
M. = | T pgpr dodr = pgpa? 
Swarmal m = na’) @ 
由 四 仿 国 香 2= -A 
a 
义 因 为 aum = wns 上 故 wn = 0 — Ee 
3 
所 以 wi 一 0, 得 /= 了 2 
AS 


3-.41 通风 机 的 转动 部 分 以 初 角 速 wo 绕 其 轴 转 动 .空气 也 力 
算 与 角 速 成 焉 比 ,比例 常数 为 上 .如 转动 部 分 
对 上 基辅 的 转动 惯 晤 为 了 . 问 经 过 多 少时 间 后 ， 
其 转动 的 角 速 减 为 初 戎 十 的 一 半 ? 又 在 此 时 
间 肉 共 转 了 多 少 转 Y 
解 如题 3.11.1 图 所 太 , 设 < 辆 过 


点 起 直 纸 而 指向 外 . 国 
是 3.11.1 国 
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则 对 = 轴 有 : 旦 = M。 
设 通 风机 转动 的 角速度 大 小 为 wf,, ,由 于 通风 机 顺 时 针 转 动 、 
所 以 = -oo 将 = -Jar M,= ko 代入 上 式 得 


一 la; = Rose 
1 本 
又 由 于 ero) = oo, 解 得 :or = woe 了 


故 当 0 一季 时 ,1 = 了 in2 


有 
又 由 于 wd -0 (9 为 通风 机 转动 的 角度 ) 
设 go = 
六 大 
= woe 了 
1 1 和 
Qn = | woe fas go = Rl ei) 
帮 当 = 二 In2 时 ,0 = 了 ea 
ET 2 


t 时 间 内 通风 机 转动 的 转 数 
00 一 0 _ Jan 
3x 4 


n 


3.12 上 抑 形 均 质 薄片 ABCD, 边 长 为 a 与 六 , 重 为 mg , 绕 竖 拍 
轴 AB 以 初 角 束 w 转动 .此 时 薄片 的 每 sos 
一 部 分 均 受 到 空气 的 阻力 ,上 其 方向 垂直 ll 
十 薄片 的 半 面 ,其 量 值 与 血 积 及 速度 平 8| CC 
方 成 正比 ,比例 系数 为 . 问 经 过 多 少时 
闻 后 ,薄片 的 第 速 减 为 初 角 速 的 “ 半 ? b 
解 ”如题 3.12.1 图 ,坐标 (wye 与 4 
游 片 关连 , 则 沿 < 轴 方 向 有 : A “DY 
- dz 7 
MT x 
di 
且 := Jo。 DD 题 3.12.1 图 
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现 取 如 图 阴影 部 分 的 小 区 域 4S “udy ,该 区 域 受 到 的 阻力 
df = kdSo = hedy( way) 
df 对 = 轴 的 访 失 dM.= -df-y= - kawiyvidy 
所 以 M. = ax =- 人 外 
义 注 片 对 = 轴 的 转世 惯量 


= [vd = | 
了 am pbdy 


= ma?(m = pab) ® 
人 3ka2 
出 四 @@ 得 ， .= 
又 wo = wo, 解 得 ， 
1 
0 garb 1 
4m wo 
oo 
3 pp 


3.13 ”一 自 半 径 R 为 已 知 的 均 质 圆 绝 , 绕 通过 强 线 中 心 并 
与 昕 徊 冬衣 的 轴线 村 动 . 求 其 作 微 振动 时 的 周期 . 

解 如 题 3.13.1 图 所 示 , 坐标 系 
Oxyz 的 原点 位 于 圆 噬 最 项 点 . 设 圆 弧 平 
衡 时 ,质心 “ 的 坐标 为 c(0, 一 1,0). 如 图 
所 示 圆 弧 偏 离 平 衡 位 置 一 小 角 庶 9, 则 8 
满足 微分 方程 


mglsin0 = 10 
了 为 较 弧 相对 于 Ox 办 的 转动 惯量 . 当 
6 很 小 时 ,sin0se 0, 代 和 人 上 式 得 : 是 3 13 1 图 
91 0 D 
贺 听 上 对 应 转角 为 0 的 :小 段 圆 弧 的 仅 杯 为 { 玉 sinB ,Reos8 
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-R,0) 
质心 c 的 纵 坐 标 


2 
人 pdbR (Reose ~ R) 
一 六 一 


全 pk 
上 式 中 p 为 圆 狐 的 线 密度 
1=R -eR 加 
又 
- 全 pRICRcosg ~ RY? + (Rsing)2]dg 
-2 (1 ) 二 
其 中 m =2pROo 
将 他 图 代 人 名 得 9+30=0 @® 
解 外 式 得 通 解 
A =Acos(\ 起 : + 0) 
微 振 动 的 周期 
DR 
Ty 华 


3.14 ” 试 求 复 摆 总 点 上 的 反作用 力 在 
水 平方 向 的 投影 R, 与 竖 自 方向 的 投影 R,. 
设 此 摆 的 重量 为 mg ,对 转动 轴 的 同 转 半径 
为 记 , 转 动 轴 刘 摆 重 心 的 上 距离 为 <, 且 摆 无 初 
速 地 自 离 平衡 位 置 为 -已 知 角 go 处 下 降 . 

解 ”如题 3.14.1 图 所 示 坐 标 系 Oxyx. 
出 动量 定理 及 动 晶 扰 定 理 得 : 


题 3.14.1 鲁 
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mri=m( 70— vO)=R, 
my = mC vO xr)= R, -mg 


wiki0= — mgasing 
其 中 = asing,y, -一 acos8 
叉 根据 机 械 能 守 伍 定律 得 : 


mk = mga eosb ~ cosbo) 


由 吓 加 全 全 解 得 : 
R 


2 
= 2 (2cosgo+ 3cosgjsing 
FE 


pr 2 _ 
R,= 22EL ii(3cosg - 2cosBo)cosg - 1] + mg 
了 天 2 


3.15 ”一 轮 的 半径 为 =, 以 匀速 wo 无 滑动 地 浩一 直线 滚动 


求 轮 缘 上 上 任 一 点 的 速度 及 加 速度 . 又 
最 高 点 及 最 低 点 的 速度 各 等 于 多 少 ? 
哪 一 点 是 转动 瞬 心 ? 

解 ”如题 3.15.1 图 所 未 坐标 系 
Oryx .由 于 奈 作 无 滑 滚动 , 球 与 地 面 
的 接 角 A 的 速度 与 地 面 一 致 ,等 于 
零 . 所 以 4 点 为 转动 瞬 心 .以 0 为 基 


点 . 设 球 的 角速度 @= 一 ok , 则 题 3.15.1 图 
w+@OxO4=ooi+( 一 二)x( 可 ) 
= (wv - wr)k=0 
vn 
=- 
了 


设 轮 缘 上 任意 一 点 ,Op 与 + 轴 交 角 为 8, 则 
Op = reosQi + rsinY 
故 Cv to Op= vit(- wk)X (reosfi+ rsin®) 
= (v0 + wrsing)i — wreosy 
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vp Con orsind) tt reosg 
=¥ wh wr + 2 voorsing 
= wo V2 + sing) 
当 8=90" 时 ,得 最 高 点 的 速度 w= 2wo 
ap “art x Op+t wx(wx Op) 


Cok)X((— wh) x reo + rsin®)] 


= — wrcosti - wi rsint = 一 (co +sin 丰 ) 
当 9=90 和 一 9 时 分 别 得 到 最 高 点 和 最 低 点 的 加 速度 
we 
ap 一 
vw, 
porm ”了 了 


3.16 一 矩形 慨 ABCP 在 平行 于 自身 的 平面 内 运动 ,其 角 速 
度 为 定 值 %. 在 某 一 肯 时 ,A 点 的 速度 为 o, 其 方向 则 沿 对 角 线 
求 此 肯 时 日 点 的 速度 ,以 mw 太 矩 形 的 边 长 等 表示 之 . 假 
定 AB=a,BC=6b. 


解 如 题 3.16.1 网 所 示 , 遇 A 
题 总 知 该 时 刻 姐 心 一 定 处 在 AC 。 o/ 
的 复线 40 中 . 设 明 心 为 0. 则 ->、 


OA= 
w 


; 题 3.16.1 图 
易 知 wa 的 方向 如 图 ,在 全 AOB 中 . 


DB = AO: + AB? -2A0O.ABcos/ OAB 
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让 
故 0OB= | +w a? -2wu 
” ~ Va tp 
BO’+BA’- AO’ _ AB- AQOcos/ OAB 
cs LOBA = OBA 一 
ee 
有 LOBA=cos ! 


达 OBA 即 为 vi 与 CB 边 的 类 外 大 小 . 

3.17 长 为 1 的 杆 AB 在 一 国定 平面 内 运动 . 其 A 端 在 半径 
立志 ) 的 加 岗 里 谓 动 ,而 娃 本 身 则 于 任何 时 刻 均 通过 此 周 的 
M 点 . 斌 求 杆 上 任 一 点 的 轨迹 及 转动 瞬 心 的 轨迹 . 


解 ” 如题 3.17.1 图 所 涉 ,M 点 AT or 
为 极 轴 的 原点 , 极 轴 过 O 点 ,所 以 在 了 -人 on 
AB 村 任意 一 点 p. 设 AP = a. 设 
六 的 坐标 为 (p,0) NSF 
因为 AM =2rcosf 题 3.17.1 图 


所 以 p=PM=AM- AP=2rcosd -a 

肯 米 求 瞬 心 的 轨迹 . 由 于 A 点 速度 沿 弧 商 , M 点 的 速度 沿 
AB 杆 . 现 分 别 作 wa 与 vw 的 垂 线 交 于 点 C, 则 〔 好 为 肯 心 ( 见 题 
3.17.1 图 ). 

当 信 点 的 极 角 为 时, 易 知 C 点 的 极 角 扩 = 06-90, 歼 局 点 
的 极 径 pg’ = MC= ACsin0 

易 让 明 公 OCM 为 等 腊 二 角形 .有 OC= OM OA=r 
故 AC=4O+OC=2r 
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所 以 p' =2rsing =2reosg” 

又 因为 90<90", 所 以 -90 <0 
所 以 C 点 轨迹 是 位 于 zx 轴 上 方 ,半径 为 的 半圆 ,如 图 虚线 所 示 

3.18 一 圆 盘 以 匀速 度 wo 沿 一 直线 无 滑动 地 滚动 . 杆 4B 以 
铵 链 固 结 于 盘 的 边缘 上 的 了 点 ,其 4 端 则 沿 上 述 直 线 滑动 . 求 A 
点 的 速度 与 稚 的 转角 p 的 关系 , 设 杆 长 为 上 , 盘 的 半径 为 -. 

解 ” 如 题 3.18.1 图 所 示 . 由 
于 圆 盘 作 无 滑 滚 动 , 所 以 了 为 
盘 的 瞬 心 

故 vs 上 DB , 设 贺 盘 勾 速 转动 
的 角速度 为 w, 则 


op= v0— wr=0 


题 3.18.1 图 


得 : = 名 


所 以 ve= wDB = w'2rsin 曙 =2vosin 甸 OD 
因为 A 点 的 速度 沿 地 面 水 平 向 右 , 分 别 作 ws 和 ws 的 垂 线 交 
于 CC 点 , 则 C 点 踊 为 杆 的 瞬 心 . 且 得 : 
AC, sinlABC 
BC BsinLCAB 
由 儿 何 知 识 可 知 we 与 竖 真 方向 炎 角 为 印 ,LMBC= 90" -过 


又 知 LABN=90° -0 


LCBA=180° ~ AMBC- LABN=0+ 抒 
又 了 CaB = 的 "一 9 所 以 


sin[81 滞 


27_ (Sng Pong 
cosg = on{ 半 geor 呈 +sin 委 ) @ 


又 BN= ABsing = OD - OBcosg.BT:7sing =r— rcosy 


Da = vp 


得 sing=(1 -cosp) 图 


故 cosg= VT-sing= He 4r2sin" 外 四 


由 册 包 起 昌 解 得 : 


va =2uosin2 


3.19 长 为 2a 的 均 质 棒 4H ,以 铵 链 司 挂 于 4 点 二 .如 起 始 
时 , 棒 自 水 平 位 置 无 初速 划 运 动 ， 并 且 当 梯 通 过 竖 直 位 置 时 ， 较 链 
突然 松 脱 , 傣 成 为 自由 体 . 试 证 在 以 
后 的 运动 中 , 棱 的 质心 的 轨迹 为 一 抛 
物 线 , 并 求 当 棒 的 质心 下 降 h 距离 
后 , 棒 一 共 转 了 几 转 ? 

解 如 题 3.19.1 图 ,固定 坐标 
系 Ozy. 丁 从 水 平 位 置 押 到 竖 直 位 
置 过 程 中 只 有 重力 做 功 , 故 机 械 能 宁 
年 . 设 此 时 杆 的 第 速 虚 为 ww, 则 


题 3.19.1 图 


和 [二 ma 


右边 第 -项 为 质心 运动 动能 ,第 二 项 为 杆 绕 质 心 转 动 的 动能 . 解 
式 得 : 


{3g 
0 YN 2a 
在 杆 脱离 县 点 后 ,根据 动量 定理 和 动量 矩 定理 : 
mz, =0 & 
my = — mg 2 
Ta, = M. 二 


国 式 中 了 为 杆 绕 质 心 的 转动 惯量 , MM, 为 洛 过 质心 平行 于 > 
轴 的 轴 的 合力 夭 , 易 知 M. =0, 又 on = co; 代 人 国 趟 得 
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即 杆 将 作 匀 速 转 动 . 


X eto = wodt = oy 多 stum=0 
0) = 0 ye = 一 4 
i3ga 1 
解 中 加 得 : z= ,y= -a [ey 
NY 2 2 
= ,2 
故 YT 


所 以 质心 的 轨迹 为 .抛物线 . 
故 当 = -aa 一 站 时 , 杆 的 质 必 下 降 玉 ,代入 人 团 式 得 
fh 
Ng 


故 : 时 间 内 杆 转动 的 转 数 


pa 
一 na /3 


1 /3k 


一 2 a 

3.20 质量 为 M、 半 径 为 ~ 的 均 质 圆柱 体 放 在 粗糙 水 平面 
上 . 柱 的 外 面 绕 有 轻 强 ,绳子 跨 过 一 个 很 轻 的 滑轮 ,并 悬挂 - -质量 
为 m 的 物体 . 设 图 柱 体 只 滚 不 滑 , 并 且 辐 柱 体 与 滑轮 间 的 绳子 是 
水 平 的 . 求 圆柱 体质 心 的 加 速度 
al, 物体 的 如 速度 a; 及 强 中 张 
力 工 . 

解 如 是 3.20.1 图 , 设 圆 柱 
体 的 转动 角速度 为 @ = - ok , 设 
它 受 到 地 而 的 摩擦 力 为 / ,生动 
量 定理 和 动量 气 定 理 知 ， 题 3.20.1 图 
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DSF- T+tf= Mr = Ma 号 


PDM, <M 外 
对 于 消 块 .由 动量 定理 知 : 
BF,=T-mg= my =- maz [e 
又 由 无 滑 深 动 条 件 知 : 
r= rw 
两 边 对 时 间 求 导 得 ; 
a1= r= ro oD 
以 C 为 基点 : tar = 1+ hr 
假设 强 不 可 拉 伸 . 则 aar= az. 故 a2= al+er We 
由 中 @ 加 四 @ 解 得 : 
.4mg Bmg TmMg 
1 3M+tBm’®? 3M+Sm 3M+8m 


3.21 一 飞轮 有 一 半径 为 r 的 杆 轴 . 发 轮 及 杆 轴 对 于 转动 轴 
的 总 转动 惯量 为 工 在 杆 轴 上 绕 有 细 而 轻 的 强 
子 ,绳子 的 另 一 端 挂 “质量 为 mw 的 重 物 . 如 
飞轮 受到 阻尼 力 手 G 的 作用 , 求 飞 轮 的 角 加 
速度 . 苦 飞 轮转 过 6 角 后 ,绳子 与 丁 轴 陪 离 ， 
并 再 转 过 gp 角 后 ,飞轮 停止 转动 , 求 飞轮 所 受 
到 的 阻尼 访 盾 G 的 量 值 . 

解 (1) 如 题 3.21.1 图 . 设 z 轴 过 O 〇 点 
简直 纸 面向 外 .绳子 上 的 弹力 为 .对 于 飞 


轮 ,根据 动量 矩 定理 ,在 x 轴 旋 向 : 题 3.21.1 网 
DM.= Tr-G= 1 0 
对 于 物 块 ,根据 角 动 量 定 理 ,在 竖 直 方 自 有 : 
mg — T= ma 图 


a 为 物 块 下 落 的 加 速度 .因为 物 块 的 加 速度 应 与 A 点 如 速度 一 样 
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大 小 , 故 


a = rr ® 
让 四 四 人 @ 钥 得 ， w= 
T+ pr 


(2) 仙 若 习 纶 受到 的 胆 尼 坟 和 为 G 的 话 ,由 (1) 问 知 , 飞 轮 的 
角 加 速度 = 人 笃 . 现在 来 求 绳子 脱落 以 后 飞轮 的 角 如 束 


Tim 
度 @. 
同样 根据 动 重 矩 定理 ,在 x 轴 方 向 : 
la'=-G 
v=- 
1 


可 以 证 明 : 类 似 于 位 移 、 如 速度 .初速 度 和 末 速 度 之 问 的 关系 
式 v3 - v8=2as. 角 位 移 、 角 加 速度 . 角 初 速度 、 角 末 速 度 之 间 也 有 
类 似 的 关系 ， 
-=209 
对 于 开始 转动 到 绳子 脱落 的 这 段 过程 有 : 


一 的 人 
=200=2 i GD 

对 于 绳子 脱落 到 停止 转动 的 过 程 有 : 
0-0=209=2( -他 je ® 


@ 世 式 中 9 指 绳子 脱落 时 飞轮 的 角速度 ,由 @ 外 解 得 : 
G=—— Mgr 
0+(T+mr)e 
3.22 -- 面 粗糙 另 一 面 光 滑 的 平板 ,质量 为 M ,将 光 潜 的 一 
面 放 在 水 平 桌 上 ,木板 上 放 一 质量 为 m 的 球 . 若 板 沿 其 长 度 方向 
突然 有 一 速度 又 , 问 此 球 经 过 多 宵 时 间 后 开始 滚动 而 不 滑动 ? 
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解 ”如 题 3.22.1 图 ,Or 轴 与 速度 方向 -人 履 ,Oz 轴 垂直 纸 面向 
外 . 没 款 的 半径 为 >, 则 球 绕 任 一 | 


直径 的 转动 慢 盟 工 - 全 mr2. 由 动 


量 定理 和 动量 定 定 理 可 知 : 
对 小 球 : mz, = AN 中 
mye= N- mg=0 @ 
到 -Ar © 题 3.22.1 图 
对 木板 : Mz = HpN @ 
由 DO@@O 得 := peo- ,7 = 
设 碌 与 板 的 接触 点 为 A, 则 :时 刻 A 点 的 速度 为 : 
vA= wot r= it + tr= pgt + Be, @ 
4 时 刻 木 板 的 速度 了 © 
球 由 滑动 变 为 滚动 的 条 件 是 : wa= wv 名 
由 合 国 四 解 得 : 1 
(到 + 癌 js 
3.23 重 为 镀 的 木板 受 水 平 力 下 的 作用 ,在 一 不 光滑 的 平 


面 上 运动 , 板 与 平 疝 间 的 摩擦 数 为 x. 在 板 上 放 一 重 为 克 , 的 实心 
画 柱 , 此 辣 柱 在 板 上 深 动 而 不 滑动 , 斌 求 木 牧 的 加 速度 a. 
解 ” 如 题 3.23.1 图 所 示 . 设 圆柱 a 
的 半径 为 ,与 水 板 之 间 的 摩擦 力 为 
天 ,弹力 为 Ni ,不 板 受 地 面 的 摩 氛 力 为 ”下 


所 ,弹力 为 Ni, 对 木板 由 动量 定理 得 : 
FA- We ® 人 到 
Ns— Wi— Ni1=0 加 题 3.23.1 图 


对 贺 社 ,由 角 动 匡 定 理 和 动量 定理 得 : 
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天 @ 
W.. 
—y.= NI— W2=0 全 
8 
a=far @ 
其 中 工 为 圆柱 绕 中 心 轴 的 转动 惯 景 ,所 以 
工交 2 > > 
1- a @ 
X f= Na @ 
无 滑 滚动 的 条 件 : Let or =a 图 


由 四 一 @ 式 解 得 ， < 上 -4CR 2) 


Wa 
Wt 
3.24 站 径 为 a 的 球 ,以 初速 Y 及 初 角 速 w 抛掷 于 一 倾 和 为 


2 的 斜面 王 ,使 其 滑 着 斜面 向 上 滚动 ,如 V > aw, 其 中 w 的 方向 使 
球 有 向 下 滚动 的 趋向 , 且 摩 擦 系数 >tana, 试 证 经 过 3 和 
的 时 候 , 球 将 停止 上 升 . 人 

解 ” 如 题 3.24.1 图 , Oxyx 坐标 不 


与 圆柱 国 连 ,是 网 定 坐标 系 . 由 于 > GT 


wa ,所 以 圆柱 与 斜 商 接 触 的 边缘 有 相对 


x 


> 

于 斜面 向 上 的 运动 趋势 ,所 以 射 雷 对 圆 

柱 的 摩擦 力 治 余 面向 下 . 
对 圆柱; 是 3.24.1 图 
+ 办 方向 mb, = fmgsinea 全 
轴 方 向 0= N— mgcosa [0 
: 畏 方向 一 针 maxw = 一 和 外 

f=pN FT 


2 、 
由 中 DOQ 式 得 ， 几 型 = -二 m 昌 wesina 
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设 从 0 刘 : 的 过 程 中 ,圆柱 的 速度 从 Y 变 到 0, 角速度 从 wm 


变 到 0, 所 以 
I D 下 
Pa = 了 二 edw - gsinads 


即 ~ V = Gan gsinat 


1 SV taw 
Sgsina 

3.25 均 质 实心 贺 球 , 林 于 另 - -图 定 男 球 的 顶端 .如 使 其 自 此 

位 置 发 生 此 微 偏离 , 则 将 开始 滚 下 . 试 证 当 页 球 的 公共 法 线 与 竖 直 


线 所 成 之 角 9 满足 下 列 关 系 1 了 及 
2sin(g - A)=5sinA (3cosg 一 2) A 
时 , 则 将 开始 滑动 , 式 中 ) 为 摩擦 角 . 人 
证 如题 3.25.1 图 . 设 大 球 和 小 球 加 
的 半径 分 别 为 a,5. Oi,O2 分 别 为 大 球 
和 小 球 的 球 心 . 0，A 为 方向 坚 直 向 下 的 
定 线 , O25 为 小 球 上 的 一 动 线 . 当 小 球 
位 于 大 球 顶 端 时 , Oz4 与 OB 重合 . 设 
一 402:B = 8,O10; 与 竖 直 方向 的 夹 角 为 ,很 据 无 滑 条 件 : 


题 3.25.i 图 


ag = (0- gp)b. @ 
对 于 小 球 , 有 如 下 运动 微分 方 程 : 
切 向 : mgsing f=m(atb)y [3] 
法 向 : mgeosp” N=m(atb)p’ 国 
区 由 摩 氛 角 的 定义 知 : f ~ Ntana @ 
转动 方向 ; f= m5?0 @ 


从 最 高 点 运动 到 国 示 位 置 过 程 中 ,机械能 守重 , 即 


mg (a td)(L- cosg) = Lm Cath) y+ 让 和 mp © 
由 中 得 00 加 


由 


由 名 一 加 解 竺 
2sin(g - 4)= SsinA(3cosp -2) 


3.26 棒 的 一 端 置 于 光滑 水 平面 上 , 另 一端 则 靠 在 光滑 墙 上 ， 
且 棒 与 地 面 的 倾角 为 .如 任 其 自 此 位 置 开 始 下 滑 , 则 当 棒 与 地 面 


的 颁 角 变 为 
arcsin Ssine 
时 , 棒 将 与 墙 分 离 , 试 证 明之 - 
和 解 ” 如 题 3.26.1 图 所 示 坐 标 
系 Oxyz. 设 杆 的 长 度 为 24 ,质量 为 
吏 .受到 墙 和 地 面 的 作用 为 分 别 为 
Nz 、 Ni, 当 杆 与 地 面 的 倾角 为 如 时 ， 题 3.26.1 图 
质心 C 的 坐标 为 : | 


x = acosg 
y= asinO 
对 上 两 式 求 时 间 导 数 ,得 质心 的 速度 和 加 速度 : 
i = asinOl X= -acosbg2 - asingg 
= acosgb | -asingg2+ acosg8 
有 v= Vri+t=a0 
又 根据 机 械 能 守恒 得 ; 


mgu (sina - sing) -= 主 mw+ 证 192 


其 中 为 杆 绕 质 心 的 转动 惯量 


[= ma? 
由 久 @@ 得 全 = 站 (sina -sing) 
对 @ 式 玉 时 间 导 数 得 
6= -cosp 
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© 


叉 出 动 其 定理 Na mr © 

当 入 脱离 雯 时 ,有 N;=0 @ 
由 中 加 号 得 3sing= 2sina @ 
所 以 0= arcein (Ssina ) 

3.27 试 研究 上 题 中 棒 与 墙 分 离 后 的 运动 . 并 求 棒 落 地 时 的 
角速度 2, 设 棒 长 为 2a. 六 


解 ”如题 3.27.1 图 , 没 y 为 杆 与 
地 面 的 倾角 ,0 为 杆 脱 离 墙 时 的 值 ，4 
设 杆 脱离 墙 时 , 杆 购 角速度 为 口 , 横 维 
速度 分 别 为 zx ,3 ，, 当 杆 落地 时 ,质心 
C 的 横 织带 度 分 别 为 2 ,3 , 杆 的 角 速 
度 为 wo. 当 gg 由 8 变 为 0 的 过 程 中 ,机 


械 能 守恒 : 题 3.27.1 图 
mga(sing — sin0) = mCi? +52) (i+32)]+ 

雪 - 计 ma?[w ?一 w?] (ny] 

义 肉 为 此 过 程 中 杆 已 离开 墙 , 所 以 杆 在 水 平方 向 受 力 为 零 , 故 


质心 水 平方 向 色 迷 , 即 
人 人 © 
又 了 点 具有 水 平方 向 的 速度 ,根据 Ve = Vs + wm X BC, 知 当 

杆 落地 时 ,3 与 w 有 如 下 关系 : 


y= ws 二 
且 由 3.26 题 式 个 得 : 
Y= acosb0 = acosbw ey 
将 回国 四 代入 名 得 : 
,2 2 L111 zo 2 
gn9 一 子 aw 广 o (teos ok ® 


由 3.26 题 式 加 时 得 
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w= = (gina -sing) © 
wing = Ssina ® 
将 因 @ 代 入 加 得 2= 2 人 1 - Vi] 
即 [Se 二 ae] 


3.28 半径 为 的 均 质 实心 圆柱 , 放 在 倾角 为 6 的 粗粮 斜面 
上 ,摩擦 系数 为 六 设 运动 不 是 纯 
滚动 , 武 求 较 柱 体质 心 加 速度 a 
及 圆柱 体 的 角 加 速度 a. 

解 如题 3.28.1 图 . 对 固 柱 
有 如 下 基本 运动 微分 方程 : 


了 


工 方 向 :mzx, = 了- mgsing 了 7 
. 本 中 题 3,28.1 图 
3 方向 :maye = NN 一 mgcos@ 
-0 ® 
> 方向 : 到 mr2e= 产 < @ 
又 由 于 = TAN 二 
且 j= tanA 上 
由 中 外 起 昌 得 a=g(sing pecosg) © 
= 06050, 
a= 2 
将 加 代入 @ 得 a = 2), 


cosA 
3.29 均 质 实心 贺 球 和 一 外 形 相等 的 空心 球 壳 沿 着 一 斜面 问 
时 自 同一 高 度 白 由 滨 下 , 问 哪 一 个 球 深 得 快 些 ? 并 证 它们 经 过 相 
窑 肥 启 所 需 的 时 间 比 是 V21:5 
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解 如 题 3.29.1 图 . 设 斜面 的 倾角 为 9, 实 心 球 或 球 这 的 质量 


为 凡 , 半 径 为 ,转动 惯量 为 T, 则 可 列 出 下 2 
列 方 程 : 
了 轴 : mgsin8 -f= ma 全 
= 轴 : Ar 了 四 2 2 
又 由 无 滑 滚动 条 件 
a ro=0 [ey] x my 
由 中 加 @@ 式 得 9 
a nl [oy 是 3.29.1 图 
nr 1 
对 于 实心 均匀 球 : [sg= 各 m7 ® 
对 于 空心 球 党 : 
T= [人 + 好 )pds = f 2 -rcose)p2rzsinpdpd8 
一 各 @ 


将 加 加 代 人 印 竺 : 2 
对 于 初速 为 0 的 匀 加 速 运 


‘= ® 


当 =5 实 时 ,将 加 代入 思 得 : 


3 
t 文 VII 
故 实心 球 滚 得 快 些 . 

3,.30 看 磨 机 研 轮 的 边缘 沿 水 平面 作 纯 滚 动 , 轮 的 水 平 轴 则 
以 勾 角 速 % 绕 锁 垂 轴 OB 转动 .如 OA = c,OB = , 试 求 轮 上 最 高 
点 M 的 速度 及 加 速度 的 量 值 . 
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解 ”如题 3.30.1 图 以 OA 为 vy 轴 . OB 为 = 轴 . 建 立 与 碾 轮 一 
起 转动 的 动 坐标 系 Qxyz, 设 
研 轮 绕 Oy 轴 转 动 的 角速度 为 
ao = - oz, 水 平 轴 的 转动 角 
速度 为 w= 听 , 所 以 M 点 的 
合 鱼 速度 为 


四 台 三 加 二 四 一 


w+ ek 


叉 因 为 点 秀 N 点 的 速 
度 为 0, 所 以 ON 即 为 瞬时 题 3.30.1 图 
轴 . 设 ON 与 地 而 成 2 夹 角 , 由 于 ws 沿 朋 时 轴 方 向 ,所 以 ， 
名 = QB 6b 得 .w= 
an0=0A 这 ,得 :w= 训 w 


Vy = 2oxc 


dw 他 
ar = OM+ToaxX (we x OM) 


=(w Xo@a)X OM+t wa x (wa x OM) 
= LokxX(-witok)] x (g++ [~ wi + ok] x( -2wci) 


= 30- Lowick 


b 
故 a wrea /9+ (£) 

3.31 转 轮 4B, 绕 OC 轴 转 
动 的 角速度 为 ml, 而 OC 绕 竖 直 
线 OF 转动 的 角速度 则 为 wz. 如 
2D= DB=4,O0D=6,LCOBE = 
9, 试 求 转 轮 最 低 点 B 的 速度 . 

解 ”如题 3.31.1 图 所 示 ， 


题 3.31.1 图 
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Oryz 为 转 轮 癌 连 的 转动 坐标 系 , 生 OC 在 平面 Oyz 内 ,xz 轴 沿 竖 
直方 向 ,所 以 OC 轴 转 动 的 角速度 w， = ws, 转 轮 AB 绕 OC 轴 转 
动 的 角速度 @i = wisin 外 + wicos 彝 , 故 转 轮 的 合 角 速度 : 
WA = O11 Wi= wisin® + (w+ wicosO) Kk 
在 直角 人 OEB 中 ,EB=a ,EO=6b, 人 EOB= gp, 所 以 
Sing ees9- Fi = al th 
在 直角 公 ODB 中 ， 
BD = OBcos /OBD= Yat+ bcos(0 + 9) 
= bcos0 — asing 
OD = OBsin LOBD= Vait bsin(O 1 pg) 
= bsing + acos8 
故 OB= (psingt+ acos@Yj + (beosd - asing)k 
口 为 定点 转动 的 定点 
Va =@ 台 xDOB 
=[ wsing + (os + otcosg) 天 ] 
[(bsind + acosO)j + (beosd ~ asing)k ] 
=—-[wat w(tacos0 + Hsin0) i 
故 转 轮 最 低 点 B 的 速度 Va= wia + wa(acos8@ + bsin0), 方 向 重 志 
纸 面 朝 外 . 
3.32 高 为 有 、 顶 角 为 24 的 圆锥 在 一 平面 上 滚动 而 不 滑动 . 
如 已 知 此 锥 以 匀 角 速 o 绕 OE 
铀 转动 , 试 求 圆锥 底 商 上 A 点 
的 转动 加 速度 ec， 和 向 轴 加 速 
度 a; 的 萤 值 . 
解 如 题 3.32.1 图 所 _ 
示 ,Ozyx 坐标 系 随 圆锥 -起 
转动 . Or 轴 过 圆锥 与 地 而 的 


题 3.32.1 图 
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接触 线 O5 . 设 辐 锥 绕 自 己 的 轴线 转动 的 角速度 为 om 又 图 维 的 轴 
线 绕 = 轴 转 动 的 角速度 为 w= ,所 以 合 角速度 : 
四 用 三 外 上 机 


由 于 OB 是 瞬时 轴 , 故 os 沿 @x 轴 - 由 图 可 知 : 


， w i 
sina 一 一 , 即 w = 
w sina 


故 加 人 = 一 wecotoi 


又 A 点 的 位 置 和 撩 量 可 以 表示 为 
O04 = OAsin2ak + OA cos2ai = A (eos2ai + sin2ak) 


所 以 A 点 转动 角速度 
al -do8 x OA4=(wmxws)x OA 


有 


cosa 


=[wk x(- woladi] x 《cos2ai + sin2ak ) 


wh 


sina 
向 轴 吉 速度 


a = AX (OFX OA)=( weolal) X[ (~ weotai) x 


Sin2ai + cos2ak ) 


(cos2ai + sin2ak)] 
cosa 


2o?2 2 
= -~ cos'ak 
sina 
wh wh 2 
故 一 一 COs a 
sina sina 


3.33 一 回转 仪 ,= 了 =215, 依 惯性 绕 重 心 转动 ,并 作 规则 
进 动 .已 知 此 回转 仪 的 自转 角速度 为 w ,并 知 其 自转 轴 与 进 动 轴 
间 的 类 角 9= 60", 求 近 动 角速度 wz 的 量 值 . 

解 ”由 于 回转 仪 绕 质 心 转 动 , 族 M, = My = M。=0, 将 其 代入 
欧 勒 动力 学 方程 得 : 

Tis (12— w= M,=0 
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Loy- (13- Ti)ww,= M,=0 
aoc (D1 ww,= M.=0 
又 由 于 = 41=213, 故 有 : 
I 


os- Fu: = 0 


I 
了 Toy For =0 


又 有 网 勒 运动 学 方程 : 
wr = psinGsing + Gcosy 
w= psinGcosy 一 Gsiny 
we = cosg ty 
因为 9=60", 故 96=0, 故 : 


w= psingsing 


= psinbeosy 
we = eos + 
由 于 是 规则 进 动 , 故 p=0, 故 对 回 式 求 导 得 : 
,= — psinbsingy 
将 @ 四 @ 式 代 人 中 式 得 : 


— psinOsingy + (geos0+ 人 (psingsing)=0 


化 简 得 pcos0 = 由 
由 于 9=60",cos9= 吉 ,地 多 =2, 即 2-2 


@e 


3.34 ”试用 欧 吉 动力 学 方程 ,证 明 在 欧 勒 - 潘 索 情况 中 ,动量 


矩 了 及 动能 了 都 是 常数 . 


解 ”在 欧 勒 - 潘 索 情 况 F ,刚体 绕 质 心 的 合力 矩 M =0, 质 心 


叉 是 固定 点 . 设 J 为 刚体 统 固定 点 的 动量 短 , 则 由 动量 短 定理 : 


106 


虹 -M= 
=M=0 


故 了 = 小 是 常量 
将 M =0 代 人 网 勒 动力 学 方程 得 : 
Dor (ia Dw.= Me=0 
Loy (ly. Twewr= M,=0 
30s — (11— Ja) wy = M., =0 
将 四 xxwz+ 加 xuy+ 加 xuwo 得 : 
Jiaabz+ Jawby+ Daw,=0 


部 站 
义 由 于 T= 去 Do3+ 二 Do + 地 二 Da. 

L dT_ 

所 以 0 

即 荆 =。 是 常量 . 


Seo 


3.35 ”对称 陀螺 的 轴 位 于 紧 直 位 置 ,陀螺 以 很 大 的 角速度 w， 
作 稳 定 的 自转 . 今 突然 在 离开 顶点 4 处 受到 一 与 陀螺 的 对 称 轴 垂 


直 的 冲 量 工作 用 . 试 证 陀螺 在 
以 后 的 运动 中 ,最 大 章 动 角 近 


似 为 2aretan (7 上， 式 中 也 
是 陀 蝇 弧 对 称 负 转动 的 转动 供 


量 . 

解 ” 当 陀 嵌 以 高 速 绕 & 轴 
旋转 时 , 冲 晴 作用 于 O 点 上 方 
d 处 ,由 于 作用 时 间 极 短 ,陀螺 
的 位 置 来 不 及 改变 .但 是 将 会 
获得 … 个 绕 ? 轴 旋 转 的 章 动 角 
速度 记 为 w , 则 


题 3,35.1 力 
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Ym 
方向 沿 了 轴 正 向 ,因此 
dj 
dt 
d=Fd'di= Fdt'd 
AJ= Id= Tw” 
其 中 后 为 坨 螺 对 ? 轴 的 转动 惯量 ,所 以 
w= 
i 
由 教科 书 中 (3.9.23) 式 可 得 


CD (2F- 瑟 BE _2mglr10l- 23)- 全 


=Fqd 


其 中 =cos8,9 为 章 动 角 . 
当 章 动 为 最 大 值 时 , =0, 即 Ar)=-0 
由 初 值 条 件 
B=13S= wa = Tw 
肯 帆 教材 (3.9.20) 知 


已 = 到 Heo2+ 二 Bot mg 


把 @ 回 代入 到 f(z)=0, 同 时 考虑 到 2mglr 2 mgt. 


Bo? 


得 eth od 
故 (ia 人 =o 4 二 

和 生生 

又 因为 =cos0， 所 以 I= tam? 多 

即 wn = 


oD 


得 0- 2areran -到 
Fw 


3.36 一 个 石 = 瑟 二 且 的 刚体 , 绕 其 重心 作 定 点 转动 .已 知 
作用 在 刚体 上 的 阻尼 力 是 一 力 偶 ,位 于 与 转动 瞬 轴 相 垂 直 的 平面 
内 ,其 力 侦 什 与 瞬时 角速度 成 正比 ,比例 常数 为 134 , 试 证 刚体 的 
瞬时 角 违 度 存 三 惯量 主轴 |- 的 分 量 为 


nn 
w=ae Mcos{ Te “+e 
和 
ec * 


式 中 ue, 者 是 常数 ,出 = 上 人. 
解 已 知 力 偶 矩 M 与 瞬时 角速度 om 成 正比 ,比例 常数 为 
134, 即 
M= -BAO= — JACwit wf + wk) 


又 用 欧 勒 动力 学 方程 得 


lw- (2 Doyo= M,= -Thw, 全 
Lo (3- Twew= M,= TAw, 加 
3% = M, = -TaAw, [3 
解 邮 得 w= Qe * (9 为 常数 ) 全 
> B-1 六 二 
设 ?- 一 ,此 知 万 = 关头 太 ,将 此 一 式 及 下 式 代 入 加 加 
1 
得 
a DB 
dane Mo + oAw,=0 全 
I 
a 了 一 
ne Mur t+ Thy =0 © 
1 


加 Xit@ 式 得 
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(0 + i) + ime (os 十 im) 十 Fal triao)=0 
设 w=w,+iw,, 则 上 式 变 为 


I 
wt [ine *+ TX]w=0 
1 


解 得 

I i we 

Ino= -Arne “+C+Di (C.D 为 积分 常数 ) 

1 

i ; 上 
所 以 w= ae [ee 人 (人 ”+e] risn[2s “re)| (其 中 
a=e',e D) 

Ze Frinf te 
故 wr=ac sin( Fe +e) 
了 
wy ae Ncos(¥e “+te) 


110 


第 四 章 ”转动 参照 系 


4.1 一 等 膝 直 角 王 角形 O4B 在 其 自身 半 面 内 以 匀 角 速 w 
绕 顶 点 〇 转动. 某 一 点 P 以 名 相对 速度 沿 AB 边 和 运动 , 当 三 角 有 展 转 
了 一 周 时 , 尸 点 走 过 了 AB. 如 已 知 ! 
AAB=6, 试 求 了 点 在 A 时 的 绝对 速 
度 与 绝对 加 速度 . 

解 如 题 4.1.1 图 所 示 . 坐标 
系 Oryz 的 原点 位 于 转动 的 辕 定 
点 ,Or 轴 沿 OB , Ox 轴 与 角速度 的 
方向 一 致 , 妈 w= ok. 设 P 点 沿 BA 
运动 的 相对 速度 为 v= wj. 则 由 题 6 


总 得 题 4.1.1 图 
之 = 下 ,得 :v' = 总 
ww 2r 

故 忆 在 A 点 时 的 绝对 速度 
y+wOXOA 
wb 


= 完 j++ okx (b+ bi) 
= 人 2xi+ (1+2n)j] 


vl- 总 Vgcrartl 


设 ， 与 y 轴 ( 即 AB 边 ) 的 去 角 为 9, 则 tang= 将 


故 ， 与 AB 边 的 夹 角 为 arctan 
王 在 4 点 时 绝对 加 速 新 


了 2 , 且 指 向 左上 方 ， 


il 


“~ OAt20xXv 


=0- wi(bi + 切 )+2okx 吕 1 


= 一 [GE+zoOi+zh] 


1a1= 包 Ye +2x+1 


设 4 与 y 负 (AB 边 ) 的 夹 角 为 ! , 则 tang = | 全 | = 


y 


a 与 AB 边 的 夹 角 为 arctan EL 上 ,日 指向 左下 方 . 


4,2 一 直线 以 匀 角 速 w 在 一 固定 平面 内 绕 其 一 端 O 转动 . 
当 直 线 位 于 Or 的 位 置 时 ,有 一 质点 王 开 始 从 O 点 沿 该 直线 运动 . 


如 签 使 此 点 的 绝对 速度 ， 的 量 值 为 常 尹 
数 , 问 此 点 应 按 何 种 规律 沿 此 直线 运 w 
动 ? oe 
解 ”如题 4.2.1 图 所 示 , 以 Ox < 
为 极 轴 ,直线 Ox 转动 的 方向 为 极 角 题 4.2.1 图 


方向 建立 极 坐 标 系 . Ox 轴 垂 直 纸 面向 
外 , 没 P 点 相对 速度 为 y= rer , 故 己 点 的 绝对 速度 


v=y +wmxOP 


= re,+ wk Xx re, 


= rer 二 wreg [09 
设 绝对 速度 ， 的 量 值 为 常数 名, 则 : 
二 © 


对 回 式 两 边 同 时 求 时 间 导 数 得 ; 
27r(r twir)=0 
依 题 意 天 0, 败 +osr=0 
解 得 通 解 (1) = Acoswt + Bsinwt 
妆 5=0 时 ,r( 人 = 由 将 其 代 人 中 式 叉 可 得 知 :zt=0 时 ,=? 
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14=0 
1A=0 J 

即 ! bL 

Pp, o |B 

最 后 有 r= sinot 


3.3 P 尸 点 离开 网 锥 硕 点 O 〇 ,以 速度 vv 沿 坪 线 作 匀速 运动 ,此 
圆锥 则 以 义 角 速 w 绕 其 轴 转 动 . 求 开始 + 2 

秒 后 P 点 绝对 加 速 虚 的 量 值 ,假定 贺 锥 体 
的 半 顶 第 为 a. 

解 ” 如 题 4.3,1 图 所 示 , 直 鱼 坐标 
Qrsyz 的 原点 位 于 阅 锥 项 点 , Or 轴 过 疫 锥 
的 对 称 轴 , 卫 使 己 点 一 直 在 Oxy 平面 内 运 
动 .0 为 P 点 在 轴 上 对 应 的 一 点 , 且 有 OT 
上 7 轴 , 所 以 了 点 的 绝对 基 速 廊 : 

a =a -oR+t20xv 题 4.3.1 图 
0-wOP+2wi xX wv (cosai + sinaf} 


用 


= — w OPsineg + 2coo sinak 


由 


aptsinaj +2awau sinak 
最 后 有 a= wv'sing Vw512+4. 

4.4 小 环 重 WW, 穿 在 曲线 撒 y= f(x) 的 光滑 钢丝 上 ,此 曲线 
通过 坐标 原点 ,并 绕 竖 直 轴 Oy 以 匀 角 速 w 转动 , 如 向 使 小 环 在 曲 
线 上 任何 位 置 均 处 于 相对 平衡 状态 ，》 
求 此 曲线 的 形状 及 曲线 对 小 环 的 约束 
反作用 力 . 
解 如题 4.4.1 图 所 示 , 坐 标 系 
Oy 是 以 w 绕 y 轴 转 动 的 坐标 系 . 

中 画 出 的 是 曲线 y= 六 zx) 的 一 
段 .在 任意 … 点 卫 处 ,假设 上 蘑 质 点 在 此 0 
处 静 生 , 则 该 质点 路 了 受 重 力 、 钢 丝 的 题 4.4.1 图 


约 来 力 之 外 ,还 会 受 惯性 离心 力 下 的 作用 ,下 = mw?x, 方 向 沿 x 
轴 正 向 ， 
在 NN,F,mg 作用 下 ,质心 处 于 平衡 状态 , 则 有 


二 =enele 为 过 P 点 的 切线 与 水 平方 向 夹 角 》 © 


N= mg /cosg ® 
Moz dy dy Wx 

由 呈 得 =tang= 3 ,得 5 一 ® 
mE dr dr gg 


叉 因 为 y= 7 ) 过 原点 .对 上 式 积分 得 拓 物 线 y= 等 
出 办 得 


cos0= 


村- 厅 于 


将 cos 代入 回 得 反作用 力 


N= WA 1+ ay 

4.5 在 一 光滑 水 平 直 答 中 有 一 质量 为 m 的 小 球 . 此 管 以 与 
角 速 ww 绕 通过 其 一 端的 竖 直 轴 转 动 . 如 开始 时 , 球 虐 转动 轴 的 距 
离 为 a , 球 相对 于 管 的 速率 为 零 ,而 管 的 总 长 则 为 24 . 求 球 刚 要 离 
开 管 后 时 的 相对 速度 与 绝对 速度 ,并 求全 球 从 开始 运动 到 离开 管 
口 所 需 的 时 间 

解 以 直 管 为 参考 系 , Ox 沿 管 , Oz 沿 竖 真 轴 建 立 坐 标 系 
Oxryz , 则 小 球 受 力 为 ; 

G= mg N,F#= mo i, Fy -2morj 
故 沿 Oz 方向 运动 的 微分 方程 为 : 
mr = mo x 

即 -w= 中 
由 初始 条 件 :1 =D,r=ar=0 可 得 中式 解 为 


z= er te ey) 
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故 当 奈 刚 离开 管 口 时 , 即 .c=2a,.x>0 时 . 
je (e+e “) 


则 

[ge -we “)>0 
得 t=ln(21y3)/0% 
所 以 此 时 : 


y= = Fok x 2V3i /3a 


v= + OXv)| ,2 = da +t 2aw 

故 当 球 刚 要 离开 管 上 时 的 相对 速度 为 V3 awi ,绝对 速度 为 V3aoi 十 
2aoj ,小 球 从 开始 运动 到 离开 管 所 所 需 时 间 为 In(2+Y3)/w. 

4.6 一 光 消 细 管 可 在 竖 直 半 面 内 绕 遂 过 其 一 端的 水 平 轴 以 
勾 第 速 w 转动 , 管 中 有 一 质量 为 m 的 质点 .开始 时 , 细 管 到 水 平 
方向 ,质点 距 转 动 轴 的 虐 离 为 ge ,质点 相对 于 管 的 速度 为 vn, 试 求 
质点 相对 于 管 的 运动 规律 . 2 

解 ”以 光滑 细 管 为 参考 系 , Ox 沿 
管 ,Oz 沿 水 平 轴 建 立 坐 标 系 OQxyz ,如 题 
4.6.1 图 所 示 , 则 小 球 受 力 为 : 2 
GC~ mgs NE 六 = 证, 下 科 一 一 2pzo 


故 沿 Ox 方向 运动 的 微分 方程 为 : 了 
mx = mw 一 mgsinet 是 国 
4.6， 
即 工 一 ol 二 -gsinwt DD 人 


方程 + 一 w?x=0 的 通 解 为 ft)= Cle “+ Coe” 
而 方程 的 特 解 为 :z(t)= 2sineot 


故 方 程 中 的 道 解 为 :r= Cie “+ Cze” 十 sn 
初始 条 件 为 当 t=0 时 ,x =a,7= wo 
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f 
故 可 得 : 时 小 


= 1 y 
ne e+ e+ sinet 
© 2 2 


4.7 质量 分 别 为 m 及 m 的 两 个 质点 ,用 一 固有 长 度 为 a 的 


弹性 绳 相 连 , 绳 的 佩 强 系数 为 全 22 六 他 如 将 系统 放 在 光 清 
的 水 平 管 中 , 管 子 绕 管 上 某 点 以 名 角 速 = 
转动 , 试 求 任 -瞬时 两 质点 间 的 距离 . 中 ” 


设 开始 时 ,质点 相对 于 管子 是 静止 的 . 


解 ” 以 水 平 管 为 参考 系 ,Ox 沿 等 ，2 四 
Oz 沿 坚 识 转动 轴 问 上 建立 坐标 系 “ 
Orys ,如 题 4.7.1 图 所 信 . y 

则 易 得 质点 品 、zm1 洪 Or 方向 的 运 三 471 国 
动 微分 方程 为 ; 


mr = mw rtk(s—a) 
m (rtd= mw (rts) Rls-a) 


将 方程 也 四 作 简 单 变换 可 得 : 


om sk(s—a) 


So 


化 简 得 : $+ ws =2%0 

其 通 解 为 : s= Ce “1 Ce +t2a 

初始 条 件 为 : 0o=assl-o-0 

故 可 得 ; CrC=-a 1 ， 
一 iakCCi 一 Co| 生 COT 

故 $s — 2a — acoswt 

即 » a(2— cosdwt) 
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4.8 轴 为 竖 丰 而 顶点 向 下 的 抛物 线 展 金属 丝 , 以 勾 前 速 w 
绕 紧 直 轴 转动 . 另 有 一 质量 为 m 的 小 环 套 在 此 金属 丝 上 ,并 洪 着 人 金 
属 丝 滑动 . 试 求 小 环 运动 微分 方程 . 己 
知 抛 物 线 的 方程 为 rz? = 4ay, 式 中 wa 
为 常数 .计算 时 可 忽略 摩擦 阴 力 . 

解 以 抛物 线形 金属 丝 为 参照 
系 ,O7 沿 抛物 线 在 项 点 的 转 线 方向 ， 
Oy 沿 竖 让 轴 建 立 坐 标 系 Oxyz, 则 小 
环 的 运动 微分 方程 为 : 


J mw 一 N, 全 题 4.8.1 图 
A my = — mg + N, ©®@ 
Lm =0= No +2omr 
N 
又 Nn eol 二 5 
= LL. 
了 了 407 
= 
故 y= + rr), 
代入 @OG@ 得 mm 1 


m Ct )+ mg 


化 简 邮 得 。 17 i+ 主攻 0 
< < a 
4.9 在 上 题 中 ,试用 两 种 方法 水 小 环 相对 平衡 的 条 件 . 
解 一 ” 当 小 环 相对 平衡 时 ,出 十 题 可 知 即 费 求 + 为 常数 , 故 
121=0,.r=0 


故 w= 
24 

解 二 以 地 面 为 参考 系 , 则 小 球 受 力 为 NG, 如 网 4- 8 所 
示 . 其 中 Oxye 为 固定 于 地 面 的 坐标 系 , 故 平衡 时 有 : 
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Neosb = mow?x 


Nsing= mg 
, Edr_20 
所 以 tanf 一 2 
村 -8 


4.10 质量 为 mw 的 小 环 M , 套 在 半径 为 a 的 光滑 圆圈 上 ,并 
可 治 着 阅 圈 滑动 .如 阅 圈 在 水 平面 内 以 匀 佣 速 wm 绕 圈 上 上 某 点 O 转 
动 , 试 求 小 环 沿 关 圈 切线 方向 的 运动 微分 方程 . 

解 ” 以 地 面 为 参考 系 , 则 小 环 的 运动 微分 方程 为 


J p= Nom 


2 


m( r+2ip)= Nsin 2 


其 中 =2acos 如 ,p= w+ 加 ,9 为 M 与 关心 C 的 联 线 和 通过 O 
点 的 直径 间 所 夹 的 角 . 

EY 0; 1 

8 pt279 ecos 了 0 -24sin 2(w 


tan 本 = 呈 天 二 - - 
rr -asin 0 acos TF 2w? + 2w 0) 


2 


化 简 得 0+singoz=0 

4.11 如 自 北纬 为 4 的 邮 方 ,以 件 表 a 自 地 面向 东方 发 射 一 
炮弹 ,炮弹 的 腔 口 速度 为 V. 计 及 地 未 自转 , 试 证 此 炮弹 落地 时 的 
横向 偏离 为 

d= 4 wsinAsin acosa 
8 

式 中 ww 为 地 奈 自转 的 角速度 .计算 时 可 忽略 w? 项 . 

解 ”以 也 面 为 非 惯性 参考 系 ,建立 坐标 系 Ozyz ,Or 指正 南 ， 
Oz 竖 直 向 上 ,发 射 点 为 原点 中 ,炮弹 的 运动 微分 方程 为 : 
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for 二 2mreoysinA 


Smy= -2mw( rsinA + zcosA) 
[pz = 一 mg + 2mowvcosA 
t=0 
r=y=z=0 
初始 条 件 为 0 
Y= tcosa 
[z= usine 
故 将 个 回 全 积分 一 次 并 伐 入 初始 条 件 后 待 : 
t= 2wysinA 


Veosa -2wt{ .rsinA + zcosa) 


‘ 
| 
=- Vsina — gt + 2eycosa 
将 此 再 代入 四 加 @@ 略 去 w? 项 得 : 

上 “2wV sinA cosa 

忆 =2wcosh (gt — Vsina) 


z= g+2wVeosdcosa 

由 名 可 得 落地 时 间 : 

=2Vsine ,1 

Tg 128 
其 中 b= enoss 
又 bwl 

以 和 Ly 

所 以 将 二 ;展开 可 得 ”| 1+6 


t= 2sine(1 + 6) 


牛 呈 式 及 初始 条 件 可 得 .+ = wVsinAcosat? 
所 以 炮弹 落地 时 的 槛 向 偏离 为 


2 73 


d= wVsinAcosa 4 HER (| + po) sind sint acosa 
号 
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二 
9 
鲜 


4.12 质点 如 以 初速 vo 在 纬度 为 的 最 方 坚 直 向 上 射 
出 ,达到 六 高 后 , 复 落 至 地 面 .假定 空气 卫 力 可 以 扎 略 不计 , 试 求 


落 至 地 凋 时 的 偏差 
解 ”以 了 地 面 为 目 惯 性 系 ,建立 坐标 系 Oxyz, Ox 指向 正 南 ， 


Oz 坚 直 向 全 ,上 抛 点 为 O 〇 , 质 


{m7 ~ 2 mewsina 


的 运动 微分 方程 为 : 


Smy = -2mwl rsinA + zcosA) ®@ 
ME — — ag + 2 cosA 
t=0 
初始 条 件 为 : 
z= vn 
2aysin 


她 上 题 同 理 可 得 : 


2wl rsinA + zcosA) 


Uo- gt + 2wycosa 


7=0 ©® 
代入 @ 式 得 43=2wcosAC gt — vo) 加 
2=—g ©® 
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出 @@ 式 求 出 落 地 时 间 为 :5 
由 加 式 得 :y= 二 weoslats weoshvof 


2 
将 上 = = VZ 丽 代入 得 复 落 至 地 而 时 : 
My 
d= 4 | Sw 


(ed 取 负 值 , 说 明 落 地 时 偏 西 ) 
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第 五 章 分 析 力 学 


5.1 试用 虚 功 诛 理 解 3.1 题 ， 
解 如 题 5.1.1 图 杆 受 理想 约束 ,在 满足 题 意 的 约束 条 件 下 
杆 的 位 置 可 由 杜 与 水 平方 身 类 角 a 
所 唯一 到 定 .标的 自由 央 为 1, 由 半 
衡 条 件 : 


Bw = >Far=0 


ol 


则 mpg"By. =0 号 题 5.1.1 网 
变换 方程 “= 2rcosesine -二 sina 
= rsin2e -二 sina 加 
故 jy = (2reos2s 去 ieosa ja ® 
代 回 季 式 即 (2reeae- 支 keosejin=0 
因 8a 在 约束 条件 下 是 企 意 的 ,要 使 上 式 成 六 必须 有 : 
2reos2a -cosa < 0 
_ 4reos2a 1 
COSC ~ 
又 由 十 cosa = 下 
版 cos2a - 
代目 @ 式 得 : -4 2 
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5.2 试用 虚 功 原理 解 3.4 题 . 
解 ” 如 题 5.2.1 图 三 球 受 理想 约束 , 球 的 位 置 可 以 由 a 确 


定 , 自 由 度数 为 1, 故 . 人 x 
£1= -2rsinp= — (Lt+r)sina a 
| 
3 


= 十 关 )cose 


和 

Bias r)cosa -2rcosh 和、 
(39 = {I+r)sinada 
‘By2= — (1 +r)sinada 


得 18y3= 一 (Ll+r)sinade 


| +2rsin8 B80 题 5,2.1 图 


由 虑 功 原理 8w = BF. ar -0 
故 
Pi18yi + Pays + Padys=0 
(+r)sinaBa —(L+r)sinada (1 +7)sinade 
+27sing .sn=0 ® 
因 Ba 在 约 东 条件 下 是 任意 的 , 朗 使 上 式 成 立 ,必须 
-3(+ r)sina + 2rsing SB=0 


故 Sa_ 2rsing 四 
58 3(l+r)sina 
叉 由 8x1“~ 2rcos88B= 一 (1+r)cosaBa 得 : 
Ba_ 2rcosB @ 
@ 


BB (f+r)cose 
由 图 针 可 得 
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tan 有 = 3tana 

5.3 长 度 同 为 过 的 轻 棒 四 要 ,光滑 地 联 成 一 菱形 ABCD. 
AB .AD 滑 边 支 于 同一 水 平 线 上 相 中 为 
2a 的 两 根 知 上 ,BD 问 则 用 一 轻 绳 联 
- 系 一 重 物 W. 设 入 点 上 的 项 
2a ,试用 虚 功 原理 求 强 中 张力 工 . 

解 ”如题 5.3.1 赂 ,在 相 旧 2a 的 
两 钉 处 约束 反 力 穗 直 于 虚 位 移 ,为 理想 
约束 . 去 掉 强 代 之 以 力 了, 且 视 为 主动 
力 后 采用 虚 功 原理 ,a 一 确定 便 可 确定 
ABCD 的 位 置 。 寺 此 自 帆 度数 为 1. 选 a 
为 广义 堂 标 . 


由 虚 功 原理 ， .sr -0 

Wiy - Tadrat TpBxp=0 D 
又 2 -isina, rp = Usine, y=2icosa acota 
取 变 分 得 

Srp= ~ icosada; Grp= Icose'da; 
By. = -2lsineda + —S—6e 
sinza 

代 人 号 式 得 : 


wl -21sinada + ac] + T(teosa + lcosa)da =0 
si 


化 简 得 jw( -24sma+ ,+2Tteose]aa=0 加 
ina 
设 Ts= Tp = 工 
四 5a 在 约束 条 件 下 任意 , 欲 使 上 式 成 立 , 须 有 ; 
w{- -| +217cosa =0 
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21 | 
5.,4 - -质点 的 重量 为 W, 被 约束 在 竖 直 圆 慰 
1 yr 0 
上 ,并 受 一 水 平 斥 力 有 2x 的 作用 , 式 中 为 加 的 半径 ,类 为 常数 . 
试用 林 定 乘 数 法 求 质点 的 平衡 位 置 用 约 东 反作用 轧 的 量 值 . 
解 口 由 度 *=1, 质 点 位 置 为 (rz,y). 


由 此 得 T= Wtana (see -1) 


| 二 
Jj 二 了 = 0 
由 沁 国 0 
3 fe 
| = 
由 己 知 得 i=1, fry)=7 ty -r=0 
Jez+2hr=0 加 
故 | wW+2ay=0 多 
约束 方程 : + y= ® 
fc0 z= Vr WR 
{r= 
= 4 =W 
联 立 四 @ 可 求 得 和 7 一 或 547 站 
ER 
”Rs 
于 R- EE 
又 由 于 RR av =ay (2) + ($2) =AV I yi) 
=24r 
fr=0 [r= Vr Wk: 
故 Joy= 或 y= W/k? 
[R=4W 让 


5.5 在 离心 季 速 器 中 ,质量 为 mx; 的 质点 C 沿 着 - 坚 直 四 
运动 ,而 整个 系统 则 以 分 角 达 0 绕 该 轴 转 动 . 试 写 出 此 力学 体系 
的 拉 氏 两 数 , 设 连 杆 AB .BC .CD .DA 等 的 质 基 均 可 不 计 . 

解 如 题 5.5.1 图 , 按 题 意 仅 重 力作 用 .为 保 宁 力 系 .因为 已 
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知 六 … 吕 , 故 可 认为 自由 虚 为 1. 选 广义 坐标 8=g, 在 球面 坐标 系 
中 、 质 点 的 动能 (参见 教材 5.3.33 成 ); 


T= 者, 将 vs 并》 《其 由宇 代 表 指 标 甩 CD) 


由 于 rrp=a 外 = 外 = 有 
所 以 Ts= Tp 
1 


= 六 ma 好 + Paaa2sin20) 


又 由 于 6-=0,rc=2acos8 


1 sO 2 
下 Tm 


-22a ?sin 00 
T=Ts+TotT, 题 5.5.1 图 


~ nn(alP + Nalsng) +2m2a?sin: 0 
取 Ox 为 零 势 ,体系 势能 为 ， 
V= -2ga(mi+ zajcosg 
故 力学 体系 的 拉 氏 函数 为 : 
L=T-V 
= a? (64 Qsin? 0) + 2n202sin 002 1 2ga (pa t ma)eosd 
5.6 试用 拉 格 明日 方程 解 4.10 题 . 
解 如 题 5.6.1 图 . 


{1) 平面 运动 ,一 个 自由 度 。 “ 
{2) 选 广义 坐标 为 4= 6, 广 义 速 


度 了 8 
(3) 因 未 定 体系 受 力 类 型 ,出 一 般 OO 

形式 的 拉 格 归 目 方程 
dl3T| aT 


df 9g, 


十 5S.6.1 图 


多 


一 Q。 


Due 


在 SW > F8r, 一 Qi89=0, 广 义 力 Qi1=0. 
t 


4 由 13 工 、_ 3 工 
个 。 ll aL, 他 
代入 四 式 得 骂 | 全)- 劳 -。 @ 
在 极 掌 标 系 下 : 
工 二 二 ma ) 
‘2 12] 
| lacos$ pg (G+) 
"| jr + (2aeos $) A 
Lal 
= 二 加 (ta wen s + dat weeos: 9 + a) © 
故 号 - - wasow2sing mazwgsing 
2 工 -= aa26 2 malwcon 轩 
d 


= mad — ma wdsing 


dt 
将 以 上 各 式 代入 @ 式 得 


maiO ~ 2ma? whxing + ma Tw sing 1 2ma whsin? =0 


即 b+ wising =0 
5.7 ”试用 拉 格 朗 日 方程 解 本 章 补充 例题 5.3. 
解 ” 如 题 5.7.1 图 . 六 
(1) 出 于 约 来 方程 x? =4ay， ” 
自生 度 可 视 为 1. 二 
(2) 选 广义 坐标 9 一 < 
(3) 因 抛 物 线 和 金属 丝 绕 vy 
加 转动 , 故 小 环 有 牵连 速度 wx， 四 四 
垂直 纸 面向 里 , 故 : 题 5.7 1 图 


外 
v= 
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又 由 于 y= 


2a 
所 以 人 = 二 mw? = 二 四 | ( 状 ) re] 
2 
= 去 ft 在 )+e] 呈 
取 坐 标 原 点 为 零 势 而 
2 
V= mey= mg 4 加 
拉 氏 两 数 
2 - 2 
LT v3 [+t ® 


2 + 
Umer mg 
a 


d iaL 了 .人 
d 人 二 1 = 二 
dt 人 ) Wi 人 5] 2 


代 人 保守 系 术 格 并 日 a ) -9 -0 得 


人 2 人 
人 十 | + ai? i mor tmg >, =0 


5.8 光 请 纳 管 叮 在 竖 直 平面 内 绕 通 过 其 一 端的 水 平 轴 以 
匀 角 速 w 转动 . 管 中 有 一 质量 为 m 的 质点 .并 始 时 , 细 管 取水 平 
方向 ,质点 素 转 动 轴 的 距离 为 ,质点 相对 于 管 的 速度 为 wo , 试 由 
拉 格 明日 方程 求 质点 相对 于 管 的 运动 规律 . 站 

解 如 题 5.8.1 多 . » 

《1) 下 于 细 管 以 匀 角 速 w 转动 ,因此 ne 
6= ww 可 以 认为 质点 的 自由 度 为 1. or 

(2) 取 广 义 坐标 =v. 疡 一 一 一 人 

(3) 根据 极 坐标 系 中 的 动能 


T= 和 (+ 产后) mtr) 
取 刘 始 水 平面 为 零 势能 面 
势能 V= mgrsin( wt) 


拉 氏 函数 LT Ve mt war) mgrsin( wt) 中 


(0 各 = mi 于 = mz mgsn(wr) 代 人 拉 氏 方 各 


二 (器 } -下 -0 得 : 


di\dr ar 
ME mr = ~ mgsin( wt) 
(5) 先 求 齐 次 方程 的 解 . 
四 tT- wr=0 @ 
得 Xe 
特 解 为 sin( oat) 
故 中 式 的 通 解 为 t= ele" + cre "+ 3A3sin( ew) @ 
在 :=0 时 ， aoc 他 
oo=co-co+ 玫 (0 
联 立 @@ 得 ca 去 (< -二 
wf) 4 
1 vo g 
二 


将 cl\es 代 辐 合式 可 得 方程 的 解 为 : 
于 

5.9 ” 设 质 量 为 六 的 抽 忆 , 受 重 力作 用 夫 的 旧 在 于 归 角 为 
的 国人 能 面 内 运动 . 试 以 ~,8 为 广义 坐标 ,由 拉 格 朗 日 方程 求 此 质 
点 的 运动 微分 方程 . 

解 如 题 5.9.1 图 . 
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(1) 按 题 意 为 保守 力 系 ,质点 被 约束 在 圆锥 和 曾 内 运动 , 故 让 由 
度数 为 2. 

(2) 选 广义 华 标 gi = 了， 
gq2=0. 
(3) 在 村 坐标 系 中 : 


T= 2 7 二 的 十 2) 


所 以 


个 = 二 六 ( 产 + 0+ jcopa) 


2 
以 Oxy 面 为 零 势 而 , 则 : 题 5.9.1 图 


V= mgrcota 


拉 氏 沿 数 L=T- Vm( + ite) mgrcota 中 
(4) 因为 工 不 显 含 6, 所 以 8 为 镍 环 坐 标 , 即 


dl 

= 
呈 = iv?6= 常 数 @ 
2 
对 另 一 广义 坐标 


aL ;1 
= mre — mgcota 


ar 
aL ， ， 
一 = m+ ircor a 
ar 
a foLy 3aL 
代入 保守 系 拉 开 方程 由 [ 二 |- 怠 =0 ® 
有 mr + mreor a — mrO? + mgcota =0 
得 池 - orbzsinze+ mgsinacosa =0 四 


所 以 此 质点 的 运动 微分 方程 为 
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[76= 常 数 

li Osinia + gsinacosa =0 
5.10 ”试用 拉 格 朗 日 方程 解 2.4 题 中 的 (a ) 及 (5). 
解 ” 如 题 5.10.1 图 . » 
(4) 体系 自由 度数 为 2. 
(2) 选 广义 坐标 q1= 1,q2 = 申 
号 的 速度 w3 = xf 1 1， 


又 y= (x1 za)tand 


所 以 T= 二 mt oan 0 + mi 
以 面 为 零 势 面 ,体系 势能 ;VW :mgtrt ra 
其 中 《为 劈 势 能 . 
拉 氏 函数 
L=T V 


加 
3 

ES 
+ 
~ 


1] La 
= Ti! Cr zr) a0)! 3 2 


mig{a1 -atang ~ Ca 个 
oL 
(4) ri mgtanf 
BC met ml ii ka)tan 0 
rl 
、 dor) 0 ， 
代入 拉 格 朗 日 方程 47|3 一 1 一 7 一 0; 得 : 
上 De dr 
prt ttan’0) -mixtan 0+ migtang =0 2D 
六 “migtang 
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Al 


= (ia)tan? 0 1 m2is 


9 
代入 拉 格 明日 方程 得 
-itan tO + mratan P+ mra — mgtand 0 O 


联 立 全 .号 得 


mgsinOecosd 
7 = - 
nt Ptsin28 
! migsinfcosg 
| p12 + misint 0 


5.11 试用 拉 格 朗 日 方程 求 3.20 是 中 的 ol 及 az 
解 ” 如题 5.11.1 图. 


题 5.11.1 图 


(1) 本 系统 内 曙 有 摩擦 力 ,但 不 做 功 , 卜 仍 是 保守 系 中 有 约束 
的 平西 平行 运 友 , 自 由 度 -1. 
(2) 选取 广义 坐标 q 0. 

(3) 根据 刚体 力学 

1 


工 = 去 Meit+ 二 1 


1 
2 


Mu 


3 
4 
其 中 线 质 心 转动 眉 量 c= 让 Mr? ,ve = 76 ,v4 =20e 
选 Ox 为 堆 势 面 ,体系 势能 


Mr 42m 
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V=C -2mgr9, 其 中 CC 为 常数 . 
拉 氏 函数 


L=T-V= Mr +2mr +2mgrd 一 


AL BL 3125 ; 
(4) 2mgr ,= FMr 0+ 4n:0 
?0 % 2 

: - ,df9Ly 3L_ a 

代 人 保守 系 拉 氏 方 各 是 | 区 ] - 引 = ,得 ， 
SM + amd 2 mr =0 

B=— Amg 

(3M + 8m)r 

= 4mg 

MA 

= RE 

4291 

对 于 物体 B, 有 
mg- T= mas 


5.12 均 质 由 AB ,质量 为 mw, 长 为 24 ,其 A 端 可 在 光滑 水 
平 导 档 上 运动 . 而 和 棒 本 身 又 可 在 竖 直 
面 内 绕 A 端 摆动 . 如 除 重 力作 用 外 ， 
B 端 还 受 有 一 水 平 的 力 下 的 作用 . 
试用 拉 格 说 日 方程 求 其 运动 微分 方 
程 .如 摆动 的 角度 很 小 , 则 又 如 何 ? 


解 如题 5.12.1 图 . Ys 

(1) 棒 作 平面 运动 ,一 个 约束 ， 题 5 12 1 图 
故 自 由 度 *=2. 

(2) 选 广义 坐标 gj 工 ,9a 一 昌 . 


(3) 力学 体系 的 动能 
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T=3 moe +t 二 
根据 运动 合成 ”we= 
X wr 
故 = Tazg2+2utr0cosb 
设 关 为 绕 质 心 的 回转 半径 , 代 人 中 得 动能 


T= mt a+ ozgeosg 1 二 m2 


T+ avweosd)i — awsinY 


(4) rs= (7 +2asin0)i+2acos® 
由 SW = 08g 


2 
= PF, Sr = 0( 其 中 Fe = mgj ,Fy - Fi), 
全 


则 BW = F(Br+2acos080) — mgasin080 
= Far + (2aFcost — mgasing)80 =0 


因为 Sr .58 在 约束 条 件 下 任意 且 独 立 , 要 使 上 式 成 立 ,必须 : 


Q1=F,Q,=2aFcos0 — mgasing 
=m(r tagdcosd) 
代入 一 般 形 式 的 拉 氏 方程 得 : 


m(x tadcosd- aba2sinb) = 


又 园 = maibsing 


m(alO 1 arcosd) + mk 


代 人 一役 形 式 的 拉 氏 方程 得 : 


m[arcosd + (a? + k2)] =2Facosg — mgasind 


贺 .中 两 式 为 运动 微分 方程 


(6) 车 探 动 角 很 小 , 则 sin0 一 0,cos9 一 1, 代 人 人 @ 句 式 得 : 


© 


@ 


I 


[i + a -a620= 


1 已 
et (a t+ ged = ae 
又 le= mp? = 多 (26) 
压 = 
代入 四 式 得 : 
jz +a6= 上 上 


” (因为 8 币 很 小 , 故 可 略 去 - a020 项 ) 
4 - _2F 
tt = 


5.13 行星 齿轮 机 构 如 图 所 示 . 曲柄 OA 带动 行 妊 齿轮 本 在 
国定 齿轮 1 上 滚动 .已 知 曲 柄 的 质量 为 六, 由 可 闪 为 是 色 质 本. 
齿轮 开 的 质 星 为 wa ,半径 为 >. 且 可 认为 是 匀 质 呵 盘 .至 于 齿轮 工 
的 半径 则 为 R. 今 在 曲 必 上 作用 一 不 变 的 力 害 M .如 重力 的 作用 
柯 以 略 去 不 计 , 试 用 拉 格 朗 吊 方程 研究 此 曲柄 的 运动 . 

解 ” 如题 5.13.1 图 . 

{1) 出 二 曲柄 区 度 固定 ,自由 
度 s = 上 

(2) 选 广 义 坐标 4g=p, 受 一 
力 宇 ,重力 忽略 , 故 可 利用 基本 形 


式 拉 格 明日 方程 : 
gd [3T) aT 
时- 开 -& oD 题 5.13.1 图 


(3) 系统 动能 
L231 1 ; 
T =Flwit 到 203+ 六 Taw 


= mi(R +r) 十 ! ma(R+r) oy 
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+ 2 -了 mar | 


- bai(R+r)o+ ER rg’ 加 
or 
(4) 出 定义 式 Qe SF M ® 
aT oT ， 
(5) 于 0 = Rtgt ma(R+ r)ip 
_ ad 3TY 加 
代入 四 得 ， 是 ( 写 j-oo- 
Fm (Rr rot mtR+r) y= M 
得 ;= 


3mtR+r) {153 


5.14 质量 为 六 的 圆柱 体 $ 放 在 质量 为 M 的 圆 杜 体 P 上 作 
相对 纯 滚动 ,而 P 则 放 在 粗粮 平 而 上 .已 知 丙 圆柱 的 轴 痢 是 水 平 
的 , 且 草 心 在 同一 竖 直 面 内 .开始 时 此 系统 是 静止 的 . 苍 以 贺 柱 休 
P 的 重心 的 初始 位 置 为 国定 坐标 系 的 原点 , 则 贺 杜 S 的 重心 在 任 
意 时 刻 的 坐标 为 

_ m+ (3M+ m)sin 
re "| 


y= ccosg 
试用 拉 格 朗 日 方程 让 明之 . 式 中 < 为 防 圆 村 轴线 闻 的 距离 ,8 为 斯 圆 
柱 联 心 线 与 竖 直 向 工 的 主线 问 的 来 角 . 
解 ”如题 5.14.1 你. 
《1)》 因 体系 作 平 商 平行 运动 , 一 
个 约束 方程 : 
ao 二 (Ce 
(2) 体系 自由 度 =2, 选 广义 从 
标 gq1= 9,q2= 8. 虽 有 摩擦 ,但 不 做 


? en) 


题 S.14.1 图 


巧 ,为 保守 体系 . 
{3) 体系 动能 : 
工 = 卫 轮 平 动 动能 + P 轮 质 心 转动 动能 
+S 轮 质心 动能 1 $ 轮 绕 质 心 转动 动能 . 
1 


= 2 2 1 了 M(ga) + 本 sp 


{a+ bcos apy? + 让 ma + 6)202sin 0 


EE 


了 MG2a2 + 1 mlapt (a+ bl+ 
Sm[ (a theo ap] tmlatbo)dsing OD 


以 地 商 为 零 势 面 ,体系 势能 
V= mg(atb)cosd t+ Mga 
则 保守 系 的 拉 氏 函数 
L-T-V= F Mpa tm[ta 1 80 + 了 + 
让 m[ (a + bcosb “ ap] + 
[et Bsin0]— me(atb)eosb- Mga ® 
(4) 因为 工 和 得 知 p 为 循环 坐标 . 
3 


9 
故 53 5 Ma? 9+ 村 maig 1 mala +6y— 


mal(a +t bcos0 + ma’y 
三 常数 ® 
开始 时 :9=6=0, 则 
SMep rt mart mata th alat bcos =0 


代 人 =ath 得 


XL ONO= p70 
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、 _ 2mesing ~ macb 
所 以 pT CM Fm) 
2mesin0 -png 


rcsing ap csin0— SM) 


m+ (3M+ m)sinO 
NA) 
y= ceos8g 
s.15 质量 为 M ,半径 为 a 的 注 球 过 ,其 外 表面 足 完全 粗糙 

的 ,内 表面 则 完全 光滑 , 放 在 外 糖水 平 则 1. 在 球 完 内 放 一 质量 为 
扫 ,长 为 24sina 的 均 质 梯 . 设 此 系统 由 静止 开始 运动 ,是 在 开始 的 
瞬间 , 棒 在 通过 球 心 的 坚 直 平面 内 ,两 端 都 与 球 壳 相 接 航 ,并 与 水 
平 线 成 中 角 . 试 用 拉 格 朗 日 方程 证 明 在 以 后 的 运动 中 ,此 棒 与 水 
F 线 所 来 的 角 8 满足 关系 


ISM + Sm)(3cosa + sinm a) — 9meos acos jad? 
=6g(5M + 3m)(eosd - cosP) cosa 

解 如 题 5.15.1 图 . 

(1) 本 系统 作 平 面 平行 运动 ， 标 限 制 在 球 亮 内 运 运动 ,自由 度 
s=2; 选 广义 坐标 gq1 二 + ,qs=9, 体 
系 摩擦 力 不 做 功 ,为 保守 力 系 , 故 吕 
用 保守 系 拉 氏 方程 证 虹 

df3L1 ar 


0 oD 


(2) 体系 动能 = 球 达 质心 动能 
+ 奈 充 转动 动能 + 林 质 心动 能 1 本 


局 


绕 中 心 转动 动能 题 5.15.1 图 

故 了 = 二 MG + @ 
共计 Ma? .= 寺 pm 二 由 (asinaj so -Ci + acosacon0d) 
+ acosasing8 了 oo 三 7， of =0 代 入 四 得 
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T=3(3M+ 生 + ol (eose + ! 


2 


am.rO eosacosd 


以 地 面 为 零 势 疝 , 则 势能 ; 
Vmgavosacos9 + CI (其 中 心 | 为 常数 ) 
L -TT- v=¥(3M+ 内 J me (comat 


antirgcosaeosg - (nrgacosacos + C1) 


(3) 对 为 > 是 循环 坐标 , 故 


他 . 
M4 m+ micosacos0 二 = 常数 ® 
a7 (3 
aL i 
而 = - wazgeosasin0+ mgacosasing 
aL apf 2 1 ，2 - 
上 = a? cosa tl sina) + maieosacosb 
本 3 
代 和 全 式 得 


al cos + 二 sinta + aicosacos0 -mgcosasing] -0 加 
联 立 加 .中 可 得 ( 先 由 全 式 两 边 求 导 , 再 与 吕 式 联 立 ) 

(SM + 3m)(3cosa + sinie) af — 9am costacosg L(Gcos0) + 
(SM +3m)3gcosasing = 0 @ 
回 式 乘 29 并 积分 得 : 

[(SM + 3m) {3cos e+ sina) -9meosacos Jag 
=6g(5M+3m)cosacos8 + 常数 
又 由 于 池 =0. 则 9= 有 
故常 数 = -6g {5M +3m)eosacos8 
LSM +3m) (3co8 a 1 sinze) - 9 eosiacos 6 ]ag: 
=6g{5M +3n)cosa(cosd -cosB) 

5.16 半径 为 7 的 均 质 圆 球 , 可 在 一 具有 水 平 轴 、 半 径 为 民 

的 间 定 圆柱 的 内 表面 演 动 , 坛 求 贺 奈 绕 平 衡 位 置 作 微 振动 的 运动 
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方程 太 其 周期 . 
解 ”如题 5.16.1 网 . 
{1) 由 已 知 条 件 可 得 系统 自由 度 ，=1. 
(2) 皮 广 义 坐 标 9 = 8. 
(3) 根据 刚体 力学 ,体系 动能 : 


了 = 二 mt+ 二 D 
又 (R70w= ,c= 和 mr 
将 以 上 各 式 代入 中 式 得 ; 


T= Fm(R- 77+ 二 mo 


= mR- 全 


设 原点 O 〇 为 零 势 能 ,所 以 体系 势能 
V= -mg(R-r)cosd 


体系 的 拉 氏 函数 
L=T- VmR rt+ mg(R-r)cosg 他 
(4) 因为 体系 只 有 重力 做 功 ,因而 为 保守 系 , 故 可 采用 
ad[L]_ aL 
dlado dg ©® 
= mg( 有 -rsing 
= mg(R—r)0 
(因为 微 振 动 ,9 很 小 ,所 以 sin8%0) 
LT (Rr)6 
Wm 5 
代入 @® 式 得 


Dm(R- ryot mg(R-r)o=0 
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5 
即 9+ 3 R70 [6 
《5) 解 方程 得 
/5 人 
9=Acos TF RE t+ po) 
7 RR- 
周期 c=2x 5 


5.17 质点 M1, 其 质量 为 mi, 用 长 为 4 的 绳子 系 在 四 定点 
O 上 -在 质点 Mi 上 ,用 长 为 如 的 缠 系 另 一 质点 M;, 其 质量 为 
坟 2, 以 绳 与 竖 直线 所 成 的 角度 91 与 0 为 广义 坐标 , 求 此 系统 在 
坚 直 平 曾 内 作 微 振动 的 运动 方程 .如 mi = 2= 训 ,I= an; 斌 
再 求 出 此 系统 的 振动 周期. - 

解 如 题 5,17.1 图 . 

(1) 由 题 设 知 ， mi = 46 


人 一 (Oleos0i+ abcos02) i 1 


(Bisingi + 1202sin0)j 
系统 动能 

I 
=5Mivtt FT Mv 
1 


= 了 M+ Ma tbcost + a6ycosGy)? + 


Ma Osing! + Osin02)? 


= TM MI RR + M+ Mul taeos 1 ~ 6s) 加 
取 + 轴 为 势能 零点 ,系统 势能 
V= — Migticos0, ~ Mag(iicosgi + iacosg)) 
拉 氏 函数 
L=T-V= CM + Ma) 143 人 十 二 + 
Malil20 Ocos( 0 — 2) + 
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Miglicosd + Mag (ticosO + {acost,) @ 
(2) 体系 只 有 重力 做 功 ,为 保守 系 , 故 可 采用 保守 系 拉 氏 方程 . 


= — Myla0 Osin( 0 — 0 — (Mi + Ma) gtsinO 
MA 
2 (MI + MIO + Mil11202cos( 01 -02) 
1 
a 9 
代入 控 氏 方程 sel 3 0 得 : 
Nwl a0l 


(M+ MIIO + M2lil2 Gacos( 0 — 02)- 
Mul tasin( O03 ~ G2) (61 02) + 
Malils0 Osin( 91 — 5) + (Mi+ M2)alisingi =0 


又 Mi= My mdi=t2=1,0 =0 =0,c0s(0) -~ 02) = 1,sing, = 
们 (因为 是 微 振动 ) 


代 人 上 式 得 2x8?8) + ml?02+2mgl01=0 


即 27 人 + 所 +289 =0 二 
局 埋 AL MBG + Matlabecos( 01— 65) 
YD, 
aL ， ， 
5 = Matit2010asin( ,~ 02)— Maglasinga 
| aL  ， 
路 路- 得 


MatB0; + Mati tO10os( 8 ~ 6) ~ Mati 2Bsin( 01 一 2) 的 -六 )- 
Mal1l2010osin( 81 - 71) + Muglsing; =0 
又 Mi= My= m= b= td ==0,sn0 = ,cos( 0 a) =1 
代入 上 式 得 
10, + 16 + g02=0 © 
令 和 =Aiex ,0;= Aze* 代 人 国外 式 得 : 
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AI(2A2+28) + 了 2 一 0 

A +A(N +g)=0 
答 使 A, .As 有 非 零 解 , 则 须 有 
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| a rg 

解 得 。 2 一 Ge Sen _ 2, 
和 2] 
了 -i 


上 上 
2 万) 

5.18 在 上 题 中 ,如 双 扎 的 上 端 不 是 系 在 固定 点 O 上 ,而 是 
系 在 一 个 套 在 光滑 水 平 杆 上 .质量 为 2m 的 小 环 上 ,小 坏 可 沿 水 平 
杆 滑动 ,如 p41 一 mz 二 7m ,f= 二 并 试 求 其 运动 方程 及 其 周期 . 

解 ”如题 5.18.1 图 

(1) 系统 自由 度 ;= 3. 

(2) 取 广 义 坐 标 gi = ， 
92=01,43= 023) 义 速度 9 = 


2 ,3 = ,03 = 
(3) 因为 是 微 振动 , cos8, = 


cosOs 2 1 ,singl ~ 01, sind; 2 0,, 题 5.18.1 赂 
体系 动能 : 

T= 二 (2m)32+ 2 m(i 1 61) + 二 [Ce+z0D)t+i62]3 
以 Or 为 势能 零点 ,体系 势能 


V= -2mglcosd — mgicost, 
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拉 氏 隆 数 
L=T- V= me 二 人 DT 机 加 [位 + 4101) + 7162 十 


2mgl cosd + mgleosOs 


aL 
(4) Fi-0 
dr ， 四 > . ~» 9 
FE 2 tm(r+io) +t m[(r+ 101) + 182] 
3 
aL . 癌 ， 
二 ( 守 】 = 4mr + 2 + ma 所 =0 
即 4E+2101+ 1b2 =0 O 
问 理 ， 对 = -2metsin0 
aL 四 - - . 
—=m(zr+i0) + ml(rt10) + 10,] 
Y! 
a a 
de a a8 


m+IO) +t ml +L0) +10]+2mglsing, =0 


27 +2101+10+2g0:=0 四 
同 理 ， 入 = 一 zagtsing> 
3 nl[(F + 461) + 162] 
92 
dl,o 
di (20; EL 


mill (z+ 020) + 102] + mglsing; =0 
40 +0 + g02=0 四 
设 Xx=Aer 8 = Ale*, ,= Are* 
= A a 二 及 2ex 0, = A 
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代入 外 @@ 式 得 
4412+2A102T+ 4222=0| 
2AX72 +2AIA + g) + AAA 一 DY 
AAT+ AAI? + As(IA? + g) =0] 
欲 使 A、A1、A2 有 非 零 解 ,必须 


442 2127 2 
2a7 2 +g) 1 =0 
2 2 以 ?十 区 
解 之 4A2KAA2+Eg)CA2+4E) = 
XW Az0 
故 可 得 
周期 


5.19 质量 分 别 为 ml、za 的 二 原子 分 子 , 平 衡 时 原子 问 的 
虐 离 为 a ,它们 的 相 丈 必 用 力 是 准 弹性 的 , 取 二 原子 的 联 线 为 / 
轴 , 试 求 此 分 子 的 运动 方程 . 5 合议 x 
解 如 题 5.19.1 图 
(1) 体系 白 由 度 ;=2. 
(2) 皮 广 义 坐 标 g1 = x1 ,92 王 T4351 多 速度 9 isoga= za. 


(3) 体系 动能 T= 二 mz 和 + 二 m2 


题 5.19.1 图 


体系 势能 Y= 志 ALCza- xD -oa 


体系 的 拉 氏 少数 
L-T- 和 二 m+ 二 m2 一 让 kas -ri a 
(4) 体系 中 只 有 辣 力 做 功 , 体 系 为 保守 系 , 可 用 
di9Ly BaL ~、 
外 ( 沪 ) 站- 中 
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aL az 
本 (73 rl 1 mi 
a 


aL _ . 
Dr hr a4) = mks 


将 以 上 各 式 代 人 吕 式 得 : 
DLT Tr 一 站 ra 十 Ra = ul 
站 @ 
mara tt kra — kr ka =0) 


先 求 齐 次 方程 


MT1 + kr — hay =0] 


mksat krs— kei=0f 


设 XI = Ael, r= Be* 
T1= Ah ae ,全 = BA?ew 
代入 加 式 得 A(maA’ tk)- BE=0 


RA+B(ATm; + kh)=0 
要 使 A、B 有 非 零 解 ,必须 


1424 更 一 天 | 
=0 
一 上 242 十 帮 | 
即 imaA tt malk + mAlk=0 
又 4 天 0 
2 Mt 
故 4 71 Fy 
my 
A iY mm 
四 321ATBet Csin(vi+e) 
遂 解 为 : | 
< 和 +Casin(v +e)j 
_ fmt ms 
其 中 “yy Ja 
T=0] 
又 存在 特 解 "i 


即 C= -Cl 
Zi= A+Bi+ Csin(vt + e) 


mi ，. 
r= A+tBeta- liCsin(w+e) 
m2 


式 中 4.B、C 及 为 积分 常数 ,y= 人 2, 上 为 外 强 系数 . 
5.20 已 知 - -带电 粒子 在 电 袖 场 中 的 拉 格 朗 日 本 数 工 ( 非 相 


对 论 的 ) 为 


L=T-gp+taArvy -Tm -ap1 4 


式 由 ， 为 粒子 的 速度 ,om 为 粒子 的 质量 ,4 为 粒 于 所 带 的 也 前 , 
为 标量 势 ,A 为 矢量 势 . 试 由 此 写 出 它 的 哈密 柜 函 数 . 
解 以 速度 为 广义 速度 了 = "根据 定义 如 = ?二 
2 D 
根据 公式 (5.5.10) 
H= Do “gL 


=(mrt+oA)v-(T- gp+ qa.v) 


= 去 moz+ gg 
又 出 加 得 v2 
1 ga) 
H jm top 


1 
= Pp” 和)2 + ap 
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5.21 试 号 出 自由 质点 在 作 印 速 转动 的 坐标 系 中 的 哈密 顿 函 
数 的 表示 式 . 

解 ” 取 在 转动 坐标 系 的 速度 为 广义 速度 "= 9 , 则 在 图 定 坐 
标 系 中 的 速 虚 :y = ”二 经 xr, 自 由 质点 的 动能 工 ~ 二 mv?, 设 质 
点 势能 为 了 , 则 质点 的 拉 氏 函数 


L=T- V= 了 于 mo2- V 


mu 。 
根据 定义 p= re) mr 


在 转动 坐标 系 


my 


H= Sn ge- LL 


人 da 
= mot Vy 
2 
= 1 2 
(rR) m+tV 


= 地 mv? 一 mRxXr}ty 
= 


2 » 
(QRxr)-ptV 


= 让 Qtrxp)tV 
式 中 r 为 质点 的 位 失 ,P= mv,r 为 质点 相对 于 固定 坐标 系 的 速度 . 
5.22 试 写 出 $3.9 中 拉 格 朗 昌 陀螺 的 哈密 顿 函数 玉 , 并 由 
此 求 出 它 的 三 个 第 -- 积 分 . 
解 ” 取 广义 坐标 gl = 0,gs 一 ,gq3= 8. 根 据 教材 (3.9.21) 和 
(3.9.19) 式 得 动能 :T= 到 你 + P2sin29) + la pcosD + Ww)?]} 
势能 : V = mglcos9 ,1 为 离 原点 距离 . 
故 H=T+V 


= 二 [你 + 2sinzg)+ Ta peosg + 21+ msicosg 
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6 


9 了 
根据 定义 式 p。 = 97 p= 


po= TiYsin’0 + JacosO (peosd + ) 
pe= Ta( pcosd + 六 


故 五 = pt (pe ps) + + mgl cosp 


Jisin26 
po- pocosb) 2 py 


_ 1 
一 3 加 5 2 gleos8 


内 为 由 = 加 +[H, H]=0+0=0 
所 以 日 = C 为 第 一 积分 . 
9pe 0 ape 1,0 hs 0 oo8ing, ?0, 2 = 
又 G00 pin dy 0 0 
3H_o 9H tg- 
ay Oap 了 0 
故 [ps, Hl=0 
即 po=0 
得 ps = C2 为 第 二 个 第 一 积分 . 
_ 9po _， aby_ pe_, ap ap _ 3pg_o IH_ 
同 理 aps = 0,3p, 0,3p,™ "98 "9p da¢p agp 
0.2 扎 ~ 
0.9ps 0 "0 
[poe'Hl=0 
即 ps=0 


得 ps = Cs 为 第 三 个 第 一 积分 . 

5.23 ”试用 哈密 顿 正则 方程 解 
4.10 题 . 

解 ” 如 题 5.23.1 图 ,由 5.6 题 
解 得 小 球 的 动能 题 5.23.1 图 
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二 436eos £4 a 


根据 定义 
pa= 2- na20 + 2ma2wcos 
a6 
;= Pe 4 
得 0 = 2owcos 3 
根据 哈密 顿 冰 数 的 定义 
五 = pel 一 
=.266 — 二 (se wc? 2 
+4arwbeor 号 + 所 + 了 
代 人 去 式 后 可 求 得 : 
的 9_1 , 
五 一 2 ~ 2pacos ZF Fma? wisin’l 
出 正则 方程 得 : 
bo= 3 = -oposing+ ma?w?singcos) 
,_9H_ po 20 
952ocos 人 
对 图 式 两 边 对 时 间 : 炒 导 得 
0= be + whsing 
Mma” 
代入 @@ 得 
5 二 loring 二 mo ngcosg Going 
ma 
= — wising 
整理 得 : G+ wsing =0 


5.24 半径 为 c 的 均 质 辑 球 , 自 半 答 为 6 的 固定 辆 球 的 硕 端 庆 
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初速 地 滚 下 , 试 由 哈密 顿 正则 方 称 求 动 款 球 心 下 降 的 切 向 如 速度 . 
解 如 是 5.24.1 图 . AT 
(1) 小 奈 的 位 置 可 由 8 确定 , 故 自由 度 
s=1. 
(2) 选 广义 坐标 6= 0 ,广义 速度 9=6. 
3) 小 球 动能 


1 


T= 二 mvt to 四 
、 是 5.24.1 图 
又 由 = (ct 的 9- 下 = 586, 代 入 GD 式 得 


2 
T crop 本 ne 人 +4 ) 


=m eto 


设 小 球 势能 为 V, 取 固定 圆 球 中 心 O 为 零 势 能 点 , 则 
V=mg(ct+h)cosd 


小 球 拉 氏 盟 数 
L =T-V= 站 mb2(c+6- 
= met6) — mg(e tb)eong @ 
根据 定义 pe Tmiletoy 


5 be 
Tm(c tb)? 


6= 
有 HH=pe8-L 

= 人 pe |- ml; Sp T 

Tm(ctby) 10” L9m(e te) 

‘(ct bh) +mgle+b)eosd 


5p3 
14m(et b)i 


+ mg(c + 6)eost [ey 
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(4) 根据 正则 方程 


bo= cb)sing 9 
_aH_ pe _ 
app Tm(et oy © 
对 回 式 两 边 求 时 间 导 得 : 
Spe _3Sopg(ct+2b)sing 
Imletb Tm(ctb) 
_ Sgsing 
7(c+b) 


故 小 球 球 心切 向 加 速度 a= (c + 6 六 = 全 gsing 


5.25 试 求 由 质点 组 的 动量 入 J 的 第 下 儿 分 明 所 组 成 的 泊 
松 括号 
解 ” 恨 据 第 二 章 82.3 的 公式 有 : 


J Dy 5) = Plowp. - pe) | 


= Dm i) Dp- 0 


1 Smid wi) = Dp — pp) 
根据 消 松 括号 的 定义 : 


- 1 Sfop oy ap Bp 0 
区 了 (到 六 -让 过] © 
， a 
所 以 [j= (到 于 -于 于)=， 
间 理 知 ， [yy j=0, .l=0 


“y/oaf, 3. DJ 9. 
机 @ 得 : [1]= 了 (下 各 -于 让 


-到 


合法- 总 才 )( 革 阁 澡 区 ]] 


= Dp vip) = 
同 理 可 得 :[J,Js]= 贱 [JJ = 已 


5,26 ， 试 求 由 质点 组 的 动量 p 和 动量 矩 J 的 笛 卡 儿 分 量 所 
组 成 的 泊 松 括号 ， 


解 ”由 题 5.25 可 知 了 J, J 的 表达 式 


故 LJ, 站- = 他 四- a 守 
国 加 立 2 psy) 
同 理 可 求 得 ; 
[Js 加] = 学 bs ee) = > -pr = 一 所 
[pl = 


[jy ps] = pildyrpel = ps 
[spb] = 一 必 , [pl=0 
[Jpr] = pyrldlespl=0 
好 :Jpy]= poldy, pe]= perderpr]= py 
[pl= -pyrlJys pi] -peslds, pyl= — ps 
[Lpe]=0,[),,py]=0, LJ., pz]=0 
s.27 如 果 9p 是 坐标 和 动量 的 任意 标量 函数 , 即 多 一 ar2 十 
如 "pt cp?, 其 中 ebp,c 为 常数 , 试 证 
[p11]=0 
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天 
因为 Por 
Pi = arit br pt cpr= alrit ys+ xH)+ 
Bribe t yipiy + wpis) + cA pr +t ph + pe) 
y 9 _ je 3 _ 
又 因为 = yy Pa bd 
es Ye -0 
Bp Yap "ap 
a og, 
汉 2ar,t bp =2ay: + py 
?8 - 895 - 
dp bret br, po 2cp's + by 


所 以 [JJ= Pp] 


和 于 站 | 


Lig I Pe ogia 9 pad: 


1 


= 六 [Gar + 6p) ») ~ pal2ep, + hrs) 


+ {2ay; + bp zs - (2epy + by,)(— p..)] 
=0 

5.28 ”半径 为 a 的 光滑 圆 形 金属 丝 财 ,以 匀 角 速 w 绕 竖 直 直 
径 转动 ,图 上 套 着 一 质量 为 m 的 小 环 . 起 
始 时 ,小 环 自 的 最 高 点 无 初速 地 沿 着 
加 莉 训 下 . 当 坏 和 圈 中 心 的 联 线 与 竖 直 向 
上 的 直径 成 8 角 时 ,用 哈密 顿 原理 求 出 小 
环 的 运动 微分 方程 . 

解 ”如题 5.28.1 图 . 

(2) 小 环 的 位 置 可 以 由 8 角 唯 一 确 
定 ,因此 体系 的 自由 度 *=1, 取 广义 坐标 


题 5.28.1 图 
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4= ,广义 速度 0 =6. 
小 球 的 动能 : 

T= 二 ore? 外 + 二 ma?sin? Ow? 
以 D 点 为 势能 零点 , 则 小 环 势能 


V = zagacosb 


所 以 拉 氏 函数 
L=T V = 二 ma + 二 ma?sin Ow? - mga cosd 
(2) 出 哈密 顿 原理 
a] La =0 


区“ | (na2686+ ma?sinOcos0d0w? + mgasing30)dt = 0 


又 因为 


qd sy di ) 
a0 ~ 80 -080 
所 以 ma G80)de + 
国 1 
Comarsinbeospe + mgasing - ma?0) 89dt = 0 
i 


了 


zna2080 


i, 
+ [Cmarw?sinGoosd + mgasing ~ ma?d)d0dt = 0 
与 全 


又 由 于 0] =0,88| =0 


1 2 


所 以 (woze?singcosg + maasing ~ ma)8gdt = 0 
三 
因为 89 是 任意 的 ,所 以 有 被 积 式 为 0, 即 
ma2uw2singcosB+ mgasing -ma20=0 


化 简 得 : mab = maw?singcos0 + mygsing 
5.29 试用 哈密 顿 原理 解 4.10 题 . 
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解 参考 5.23 题 ,说 V=0, 体 系 的 拉 拓 函数 


L= wma? +2ma? weor +2marwicos $ ©® 
根据 哈密 顿 原 旦 
[rae =0 
， 


1 


琶 | [mas686， 2ma? dl coe 也- marwsing80 |dt =0 四 
， 


dd， 、 
因为 80 -9780= (80) 080 


db 1L+ecosg Ldsing ， 上 db 


?= = 
bos FTI 2 dt 2 


所 以 


2680| ”+ wazaatsng+ 0) |*- aaG + ozsing)86dt = 0 
i 下 与 


又 因为 88| = 0.89| =- 0, 且 sing+ 9)|” = (enb8g+ 80)|” = 
1 全 和 和 


0 


和 aa + wising)80dt = 0 ©® 


和 
1 


因为 86 是 任意 的 ,所 以 有 


G+4 wising ~0 
5.30 试用 哈密 顿 诛 理 求 复 摆 作 微 振动 时 的 周期 . 
解 如题 5.30.1 图 , 复 摆 位 
置 串 由 角度 9 唯一 确定 ,自由 度 
=1, 肥 广义 坐标 g=9, 庶 ! 为 复 
摆 重 心 全 与野 点 OQ 之 间 的 距离 . 
复 摆 的 动能 : 


1 1 ,3 
T=ow? = 


题 5.30.1 图 
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取 .r 为 零 势 点 , 则 势能 : 
V= -pglcost 


复 摆 的 拉 氏 量 := 了- V= 了 T0602 + mgtcosd 


由 哈密 顿 原 地 :| 81. = 0 


故 ss6 asnesoar = 0 

i 
又 因为 686=6 30= 380)- 680 

dz dt 

i 
故 710086| 7 6 + mglsing)d0dt = 0 
又 因为 39| =80| -0 
所 以 ll (108 + mgising)80dt = 0 

1 


因为 89 的 任意 性 所 以 有 : 


100 + mgtsing =0 
根据 已 知 8 很 小 ,singseb, 所 以 


10 + mlg =0 


G+ EG=0 

0 

可 来 得 :9= asn[ 5 + pj, 其 中 9 为 茹 相位 
， 


[To 
周期 2rV net 
5.31 试用 哈密 顿 原 理解 5.9 题 . 

解 ”如题 5.31.1 图 ,参考 题 5.9, 体 系 的 拉 氏 函数 


工 = 工 - V= 主 m7 t+ cot a) - mgrcola 
根据 哈密 顿 原理 ， [3rd -0 
站 
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se 了 
人 
题 5.31.1 图 

故 站 rar ra64 ceoraar) 

引 

一 mgcotaBr Jdt = 0 2 

, dr_ ed _ di. _ 

内 为 FO 


086= G80= 是 (r2680) — r?080- 277080 
代 人 回 式 得 : 
J 8rd + | E06 30d + | more ar) 


| [ml + cotia) 7 - mrO? + nrgeotia jdrdt 一 
三 


, mn. 
[WA +2rr0)80dt = 0 
三 


iD 8r | + mr?6 88| + moo ear 他- 应 
和 


4 
2 
1 


| 
2 

+ 

1 


， 
sin?a + sina cosa)ardt = [*m E76)a0d = 0 ©® 
1 


又 因为 ar 4=8r|,,=0,89| 志 89|,,=0, 且 35r 和 686 的 任意 性 
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所 以 了 rgzsinzu + gsinacosa =0 
dy 
de” 0)=0 
所 以 运动 微分 方程 为 : r?6= 常数 
一 rBsinza + gsinacosa 一 0 
5.32 试 证 
Q =In (Ssinp),P = gcoap 
为 - :正则 变换 . 
证 Pag- PdQ 


= Pdg— acorpe [In inp)] 


= Pdug -ucotp:-2 .df 工 ) 
Pdg— ycotp | ginp 


= pdg — seosp. geospdp ~ sinpd 
snp a 
=Pdg gcol pdp+coipdg 
=Pdg. gcot pdp+ dgcop + gsco pdP 
= Pdg+ gdP+dgcotp 
=d(Pa) + dgcotp 
=d[lg(P+ecotp) l=dU 
因为 母 函数 不 是 : 的 显 函 数 , 为 焉 则 变换 . 
5.33 证 :变换 方 称 


g= (2Q) 寺 -cosP,p=(2Q)32k3sinp 
代表 一 正则 变换 ,并 将 正则 方程 


._aH ,_ 38 

4 apP™ 9g 
, da” » 9 
变 为 QF 'P- -36 
式 中 H=d (p+ 0g),H' -HQ 
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U= 


又 


则 当 


证 由 Padg-PdQ 
=(2Q) HsinPd2Q)3h -teosp - PdQ 
=sinPeosPdQ -2Qsin’ PdP - PdQ 


= 二 sn2PdQ + Qeos2Pdp ~ QdP ~ PdQ 


= 去 ad(Qsin2P)-d(PQ) 


=d[Q(sinPeosP ~ P)=dU 
Qt{sinPcosP- PP) 为 母 函 数 , 故 为 正则 变换 ， 


H =E(p + 02) = 本 [2QksinzP+2Qhcoe] 


=kQ 
a ， 
-=H-H'=0 
at 
aH ,_ _9H wy 2H” » _oH’ 
4 加 .b= 一 神 . 变 为 OQ 一 写 . 户 = 一 呈 5 
H*=kQ 


5.34 如 果 利 用 下 列 关系 把 变数 p ,gq 换 为 P,Q: 
g™ gi(P,Q), p= palP,Q) 


时 ,这 种 变换 是 一 正则 安 换 , 试 证 明之 . 


证 由 Pdg- PdQ 


= padp1 -PdQ 
BE El 
= (P+ 3aQ) -PdQ 
已 已 
-ppjaa re, Bdp 四 
(gp) -1 
afQ,P) 
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3P ap 5Q 
21.992 .991.392 _ 
56 35P ap'aQ-! @ 
9 
由 于 ap ap (9 汐 ) 3p1 
oaQ ap 3P ?23P3Q 
91 
op am 和] 99 
ap 5Q- 358 92 555Q 
代入 名 式 得 
391 9 
:和 双 ) ?人 9， 澡 ) 
5 3Q 
EE 
"给 -中 m 淘 ] 
得 ap 6 
所 以 存在 母 函数 U(P,Q ) 使 ， 
aU 9 
3p ?2 3 
8_ dg p 
aQ 9 5Q 


因此 ,这 种 变换 是 正则 讼 换 . 
5.35 。 坛 利 用 正 册 变换 ,由 正则 方程 求 尼 育 上 搜 的 物体 的 运动 
规律 .已 知 本 问题 的 母 画 数 U= mg | 二 sQ*+ gQ】, 式 中 4 为 确定 物 
体位 置 的 广义 坐标 ,Q 为 变换 后 新 的 广义 坐标 ,8 为 重力 加 速度 
解 由 于 Um (seQ+ aQ)】 


故 p= 3¢ = meQ DD 
-9 
P= 5 =- 村 mg2Qz -mgg @ 
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aU0 
x Ez 
有 H=H"* 
又 p= 给 =m， 


H = + mag = 起 + mgg 


-mgQ pSmg Q = - p=H’ 图 


= 1 
和 = -1+tC oO 
四 -08 
又 2 一 5Q =0 
故 p= C2 加 
省 
由 图 式 得 2 二 Ca- -vot 
4 dey 
当 1=0 时 ,g= 
C= 
= 
2 Lor lo tot Lg 
4 vo 2 8 了 g 2875 vo 28 


中 运动 时 的 主 函 数 S, 式 中 a 太 下 为 常数 ， 
解 ”采用 球 坐 标 系 ,质点 动能 


T= Fmt + sin Gg?) 
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是 广 文 速度 的 一 次 方 项 ,所 以 
a _Fz 


H= T+V=Ln(+n+t sin yp)+ -人 
2 二 


i 
根据 定义 P97 Wm 


一 过 二 
asin20 | 


久生 


又 因 玉 不明 含 时 间 :, 有 险 密 顿 - 雅 可 比特 件 函 数 


ST- Etw(r ,9,E)= -Etow,(r)+ w(t) + wl 9p) 


0 


[3 


2m 


三 下 


帮 卫 一 工 [{ 弛 ) + 4 人 se + 1 (Ee}]: a Feosd 


dr d9 


2{ doe) 全 ) 1 (时 ) 
人) i) andl dy 
=2mEr? -2ma +2mkFcos 


根据 教材 5.9.10 式 


六 risin’@ 


d. 2 
2mEr? ~ -| ee ] = az 
d 
i 一 “3 


o 1 :> 
does =。 s0— -一 .3 
{( 营 +2zmFeosg 2ma — igod 


162 


对 @ 备 式 两 边 积分 有 


ar(r)= | ao 一 Sadr + Ci 


wo (0) = [a2 + 2mFeos ~ 2ma ~ sped dO+ Ci 
we()=aap+ Cs 
故 s=- E+ 人 /2o -全 ar 
+ J + 2mFeosd - 2ma - .Gafdl 
Sin 


+asptC 
其 中 ,aa .aa、C 为 积分 常数 . 
5.37 ”试用 哈密 顿 - 雅 可 比 偏 微 分 方程 求 抛射 体 在 真空 中 运 
动 的 轨道 方程 . 
解 ”因为 抛射 体 为 平 向 运动 ,自由 度 *=2, 选 广义 坐标 et - 
xz,g=y: 以 地 面 为 参考 系 , 则 抛射 体 的 动能 和 势能 分 别 为 ， 


T =m +t) V = mgy 


根据 定义 广义 动量 : p, = = pi ,= 如 


ar 了 


aT 
Le 07 


由 已 知 得 动能 是 广义 速度 的 二 次 齐 次 式 ,又 是 稳定 保守 场 , 所 以 : 


H=T+V=3 (P+)+ may=E 人 
根据 哈密 顿 - 雅 可 比特 性 函数 和 分 离 变量 法 有 : 
S= -Etw(r,y,E)= -Etw,(r)+tw,(y) 加 
BaS dw 
x be 5g da, 
dws ~ _ dwy 
故 和 
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-FEF- LT[ 
厅 王 一 3 
根据 教材 5.9.10 式 有 : 


dw 
dr  ®! 
1 fdw,y 
(SE ) rm=a 


上 > 
2m"1 to2=E 


积分 外 各 式 有 : 
w= ar+ CO 
w= [Vamas 二 dy = J mE al -27gy dy 
代 人 @ 式 得 ; 

S= -Ftar+t [VImE al- amgy dy+C 
根据 有 = 


9w 二 
有 =; 人 
ja oz 人 gy 


-2migy 


=x+ "OO + C= 常数 
在 初始 情况 下 : . 
t=0,x=y=0,7= wocosb 
dw, . 
al 三 dr pr= mr = mvpcost 
质点 疙 能 景 :; = 十 mui 


pisingcos8 + 


代 人 回 式 得 : B= 
又 月 是 常数 , 故 


wisinbeosd ,0 maocosg Vn od — mi vdeos 0 257 区 gy 
Mosingeosd 0 ， + 2 


8 mg 
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Ey 


dy 


DD 


+ CC 


加 
visinfcos? 7 了 
即 ; seeosC _ 站 om mg 


cos 
但。 _ gr 
代 简 得 : > an0 T0300 
5.38 如 力学 体系 的 势能 V 及 动能 T 可 用 下 列 二 消 数 表示 : 
y= Vit Vt + V, 
AItA++A, 
T= 二 At A tA D+ D+) 


式 中 VA、B(a=1,2,…,s) 都 只 是 一 个 参数 g 的 函数 , 则 此 
力学 体系 的 运动 问题 可 用 积分 法 求解 , 试 证 明之 ， 


i p= 2 工 
证 根据 定义 p。 于 
有 pa= (A11 A2+ 二 用)Doga 


ps 
do CALtAst + A) DB, 


因为 动能 为 广义 速度 的 一 次 齐 次 式 ,体系 稳定 . 
故 HH=E=T+V 


= 村 (AI+ AT AT 人 二 AD) ! 


et 


BI Ba A FAT A, 
[并 如 名】 
得 中 各 + 各 + +h 
= Ast tA)E (Vit VatetV,) 0 


采用 分 离 变量 法 : W=w(q1) 二 wa( qa) + 二 ww(g,) 
_ 9s _aW_ dwa(ge) 


又 frag ao da 
代 人 中 式 得 : 
2 
AC A 
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CVIt Vote Vi)= {At Art* + A)E 

根据 教材 5.9.10 式 有 : 
1 (Se 
dg。 


2 
) 1 Vi= AE + a 


2 
3 


= V2ABE+2Ba 2BV, 


得 W,= | 2ABE + 2Baa, - 2B,V. dd 


W = w+ wa + et to, 


= 站 /TRBE YB -BV, dg, 


5.39 试用 哈密 顿 - 区 可 比方 程 求 行星 绕 太 阳 运动 时 的 轨道 


方 称 . 


解 行星 位 置 可 由 轨道 平面 内 量度 的 极 坐标 (~,2) 给 定 , 因 


时 放 鸭 站 出 5 2 归 六 村 和 gi 42= 人 9, 所 以 : 
动能 T=5 mC? + rr) 


Km 


势能 了 = , 式 中 大 为 太阳 的 高 斯 常数 : 


区 可 


拉 氏 两 数 : L=T- Vd mtn 的 
根据 定义 


2 
| 
9 ; 1 
p= Es mr d= £8, 
E32 mmr? } 


这 是 -个 自然 系统 ,所 以 哈密 顿 咕 数 


-二 { 210) Kim 
71 一 


因 如 不 最 含 +, 故 可 令 
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中 


DD 


而 哈密 顿 - 雅 可 比 坊 微分 方程 则 取 教 材 式 了 .9.8 的 形式 


1 iiawy, 1 /aw Kn _ ,. 
起 [ 深 ) 二 各 站 -入 3 
采用 分 离 变 量 法 , 令 WW(r,0)=WIi(r)+W,(0), 于 是 
2 -ja 2mkr (至 ) = = 全 
这 样 , 就 分 开 了 变量 ,而 得 到 两 个 常 微 分 方程 
dW 
时 | 
dWi_ 站 了 AR a 2 
| 
对 外 进行 积分 得 : 


W= Wi+ Wa0+ | /oa EE dr ® 


根据 5.9.12; 


? “- -dr 
有 上 32K2o3 三 
2mE 十 一 到 
7 
33 -3 矿 -0 dr 
0a; ai 0 oo 上 ® 


rvV2mEr +t2Kimir ~ as 
外 式 给 出 轨道 方程 ,这 个 积分 和 1.9 中 求 行 星 轨 道 的 积分 
极为 类 似 、 


2 了 了 2 
可 得 -一 -2 
1+ WI+T2Ea87mEKzcos8 
可 以 得 出 此 式 具 有 离心 率 : 
2Eo 
各 Rim 


5.40 试 由 (5.9.29) 及 (5.9.30) 两 式 推 证 (5.9.31) 及 (5.9.32) 
两 式 . 
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证 从 柱 坐 标 到 实 圆 坐标 ($ ,wy,8) 的 变换 关系 是 : 
r=ov (ED 7),2= oy (5.9.29) 
势能 v= (+6 (5.9.30) 
7 
动能 T= 地 m( 训 + 人 27) 


[2 LS (8 1) 0] 
[ (名 -UDC- 到 ) 


-0 Pretat 7] 


+ oe —1) 


2 2 1 ) 
- jm [4 PE 全 和 子 + (人 -DG 一 次 


了 -1l 1- 7 
+ Ft] 
1 sr 全 yl 
Fn Ge (i + (DG 次 | OD 
37. 2 2)- ,i 和 
要 所 定义 名 一 me wee 
-3 了 2 2 = 1 
WE 
p= = mee 1) (1 
由 


06-— Pe 
ma (6 -1)(1 -PF) 
因为 工 基 广义 速度 的 二 次 式 之 和 ,所 以 


Sv 2 
oT Ve DR+(l- p+ 
1 | a to ; 
mre Dr ep EE © 
哈欠 顿 ， 蓝 可 比 微分 方程 为 
普 ) 


e+ (1 {分 
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@ 


1 faWY], ale) to(n)_r 
me ea (3)] Erp 


因为 如 不 显 含 2, 所 以 8 为 循环 光标 ,采用 分 离 变 基 法 可 得 : 
S=- Ftph+t+ Weé,nE)= -E+tph+t W(t Wy) @ 


1 fdWy:_ as-2moa(é) py > 6 

站。 (de) ED 
1 /dW a2+2moh(y) 名 、 
下 € 

2 (9 | 1-¥ (1 © 


积分 回 ,四 得 ; 


SO Ja + 2 3a be de 
-1 Ce 1) 
三 下 7 
2 + 2mo b(y) pe 
+ | 2meE TT 


式 中 pp,a2, 玉 是 积分 常数 . 
5.41 试 求 质 点 在 库仑 忆 和 均匀 场 


V= 癌 -Fx 
的 合成 场 中 运动 时 的 主 函 数 S ,以 抛物 线 坐 标 ,7,0 表示 , 式 中 
a 及 开 是 常数 ,而 尺 =V r+ 
解 如题 5.41.1 图 ,根据 = 了 0- 7) ,r= 二 V8 人 ,质点 动能 


题 5.41.1 图 
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二 (+ 26 +27) 


全 = 二 
-1 4) 1 eg 
= 于 etn [+ + 要 mrp 他 
质点 势能 
= 是- = Fe- 7) 四 
t+ Te 
根据 定义 : 
3T_1m 4Pet 
Pe a 人 得 <= e+ 
_aT_1m 
Pay et ,得 7= Et) 
-93T_ 一 二 2 
Pe £70 ,得 9 
内 为 工 是 广义 动量 的 二 次 琐 数 , 故 有 
H=T+V 
_ 2+t ,PS 一 -$s- 人 | 四 
mm + 2méy N+ 证- 人 2 


因此 哈密 顿 - 雅 可 比方 程 为 


和 局 (人 各 ) 


2 a3W 9 多 
pl 要 + oa) 全 
9 - 呈 (e- 7)| = 
et Ce a 
采用 分 户 变 量 法 ,因为 8 是 循环 坐标 ,所 以 主 函 数 
© 


S= -Et+PA+ WE) + Wa(n) 
用 mx($#+ 7) 乘 @@ 式 , 则 对 WW 外 和 WW,(7) 有 
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2 
2¢( } mE + ma+ 弄 -他 =ex 


2 
27( yt az © 


积分 @@ 式 ,最 后 可 得 


_ mE_ ma -a Py, mp 
S =- Be+ por |/ 加 二 WM dé 


mata, PP; 2 
5.42” 刘 维 定理 的 另 一 表达 式 是 相 体 积 不 变 定 理 .这 里 又 有 
两 种 不 同 的 说 法 : 
(1) 考虑 相 宇 中 任何 - -个 区 域 . 当 这 区 战 的 边界 依照 正则 方 
程 运动 时 ,区 域 的 体积 在 运动 中 不 变 . 
《2) 相伴 的 体积 元 在 正则 变换 下 不 变 . 坛 分 别 证 明之 ， 
证 (1) 山 刘 维 定理 得 : 


de- 0 

dt 

考虑 相 空 间 的 某 一 适当 小 的 使 p 均 义 的 区 域 ,…“ 体 积 "为 
二 aeaeraeram= dr 


所 以 这 区 成 中 代表 点 的 数目 : 


于 是 : (ol.ar)= 0 

即 : ef ar + “二 | dc = 0 
因为 =0, 所 以 有 | dr 守恒 

故 ar = J = … = | dr = 常数 
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证 毕 . 
(2) 相 空 间 体积 元 
qo = gol 40 0 os Pros post) (1 
pe = Pol qi0r 20 0 Piro, Pro03 1) 
这 组 方程 代表 在 任意 初始 条 件 下 相 空 间 的 -条 轨迹 ,可 以 把 这 些 
方程 想像 成 24 维 空间 中 任意 时 刻 的 坐标 变换 式 ,如 果 变 换 式 的 
疏 可 比 行列 式 不 等 于 零 , 则 变 换 是 一 对 一 的 ,好 
dg gprs ph) 
dg qos Pins po) 
当 z 一 色 时 ,变换 式 必 趋 近 恒 等 变换 ,这 也 意味 着 无 穷 小 相 空 间 体 
积 邱 在 正则 变换 中 保持 不 变 . 
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